1. Ubung zur Vorlesung
NUMERISCHE MATHEMATIK 11
Wintersemester 2002/2003
E. Béinsch, M. Weber
Abgabe bis Mittwoch, 23. Oktober, 14 Uhr

e Die Ausgabe der Ubungszettel findet jeweils nach der Freitagsvorle-
sung statt. Alternativ kann der Ubungszettel als Postscript-File iiber
die Homepage von Marcus Weber abgerufen werden:

http://www.zib.de/weber/

Abgabe ist jeweils bis zum angegebenen Termin in der Mittwochsvor-
lesung.

e Zur Erlangung eines Ubungsscheins ist die regelmiBige aktive Teil-
nahme an den Ubungen Pflicht. Insbesondere wird erwartet, daf jeder
Teilnehmer mindestens zweimal seine Losung an der Tafel selbstindig
prasentiert.

e Programmieraufgaben sind ausfiithrlich zu dokumentieren und zusam-
men mit den relevanten Matlabberechnungen/Grafiken auszudrucken.

e Wer 60% der moglichen Gesamtpunkte erreicht und regelmifig an
den Ubungen (jeweils Freitag, 8.30 Uhr bis 10 Uhr, Raum 032) teil-
nimmt, erhilt einen Ubungsschein. Fiir einen benoteten Schein ist
eine zuséitzliche miindliche Priifung zu vereinbaren.

1. Aufgabe Konsistenzordnung (2 Punkte)
Zeigen Sie, dass die explizite Eulerdiskretisierung

Uty = 2+ 7f(t, 2)
die Konsistenzordnung p = 1 besitzt, und zeigen Sie, dass die Trapezregel

Uity — 2 4 %(f(t,z) + f(t+71,2))

die Konsistenzordnung p = 2 besitzt.



2. Aufgabe Implizites Fulerverfahren (3 Punkte)
Gegeben sei das folgende, autonome Anfangswertproblem fiir y : [0, oo[— C™

y'(t) = Ay(t),

mit einer diagonalisierbaren Matrix A € €"*™. Fiir jeden Eigenwert \; von
A gelte Re \; < 0. Zeigen Sie, dass fiir jede Wahl der Schrittweite 7 > 0 in
einem impliziten Eulerverfahren die diskrete Evolution beschrinkt bleibt.

3. Aufgabe Wirmeleitungsgleichung (2 Punkte)

Fiir die Diskretisierung 0" y der zweiten Ableitung ., nach der Raumva-

riablen z zur Schrittweite h in der Wirmeleitungsgleichung (1.1) aus der
Vorlesung wird folgende Formel verwendet

Oy = gly(a — h) — 2y(a) + y(z + )

Zeigen Sie, dass
az}cl;cy =Ygz + O(h?)-

4. Aufgabe Numerische Lisung der Wirmeleitungsgleichung (3 Punkte)
Programmieren Sie die Losung der diskreten Wirmeleitungsgleichung (siehe
(1.2) aus der Vorlesung) fiir y : [0, 0o[x[0,1.5] = IR mit

Yt — Ygz = 0, 44 1
y(0,z) = 8z* — gx?’ + 22?2 + 3% TE [0,1.5]
y(t,0) =0, y(t,1.5)=1, ¢>0.
Probieren Sie, fiir welche Diskretisierungsweite 7 in der Zeitvariablen die

numerische Losung beschrinkt bleibt, wenn man die Ortsvariabel z in 20,
40, 80 oder 160 dquidistante Intervalle unterteilt.



2. Ubung zur Vorlesung
NUMERISCHE MATHEMATIK 11
Wintersemester 2002/2003
E. Béinsch, M. Weber
Abgabe bis Donnerstag, 31. Oktober, 12 Uhr

1. Aufgabe Eigenwerte einer Tridiagonalmatriz (2 Punkte)
Zeigen Sie: Sei D eine reelle (n,n)-Tridiagonalmatrix der Form

b ¢
D:a' 0
0 c

mit ac > 0. Dann besitzt D die Eigenwerte
[T
n+1

Ay = b+ 2v/ac sign(a) cos( ), 1<u<n.

Die zugehorigen Eigenvektoren x# € R™ haben die Komponenten

2. Aufgabe Definition der Steifheit (3 Punkte)

Die Definition 1.2 fiir die Steifheit eines Anfangswertproblemes bezieht sich
auf (n,n)-Matrizen A mit Spektralabszisse v(A4) < 0. Folgende Matrix A
hat die Eigenwerte {0, —5,—6}, also v(A) = 0:

-5 0 -1
A=10 -5 -2|.
-1 -2 -1

Ist also wegen des Quotienten in Definition 1.2 das Anfangswertproblem

y'=Ay, y(0)=(1,1,1)" (x

als “unendlich” steif zu bezeichnen? (Zur Beantwortung der Frage iiberfiithren
Sie durch Diagonalisierung von A das 3-dimensionale Anfangswertproblem



in drei eindimensionale Anfangswertprobleme. Losen Sie () analytisch und
bestimmen Sie eine Schrittweite 7, bei der die numerische Lésung mittels
explizitem Eulerverfahren beschrinkt bleibt.)

3. Aufgabe Satz 1.10 (3 Punkte)

Beweisen Sie Satz 1.10 aus der Vorlesung: Sei f : R™ — IR™ hinreichend
glatt und y* € R™ ein Fixpunkt des autonomen AWP

yl = f(y),

d.h. f(y*) =0. Es gelte v(Df(y*)) < 0. Dann ist das AWP in y* asympto-
tisch stabil.

4. Aufgabe Rduber-Beute Modell (2 Punkte)

Berechnen Sie von dem folgenden Differentialgleichungssystem (ein Riuber-
Beute Modell) die Fixpunkte und charakterisieren Sie deren Stabilitiat. Wel-
che Aussagen kann man iiber die Stabilitit des linearisierten Differentialglei-
chungssystems in den Fixpunkten treffen?

() = (500 —y(t)z(t)
y() = (o(t) - 500)y(t).



3. Ubung zur Vorlesung
NUMERISCHE MATHEMATIK 11
Wintersemester 2002/2003
E. Béinsch, M. Weber
Abgabe bis Donnerstag, 7. November, 12 Uhr

1. Aufgabe Binomische Formel fir Matrizen (1 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir Matrizen A, B € R™*™ mit AB = BA gilt

k

(A+B)fF =3 AF'B! (’;)

=0

2. Aufgabe Resolventenbedingung (3 Punkte)

Zeigen Sie folgenden Spezialfall des Kreiss-Matrix-Theorems von 1962: Fiir
eine Matrix A € €™*™ ist die lineare Iteration z,,1 = Az, genau dann
stabil, wenn die Resolventenbedingung

[I(zid = 4) 7| < Vlz| > 1

|2l =1

fiir eine gewisse Konstante C' > 0 gilt.
Hinweis: Argumentieren Sie mit den Nullstellen des Minimalpolynoms von
zid — A und schauen Sie sich die Jordanform von A an.

3. Aufgabe Neumann-Reihe (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir eine Matrix A € €™*™ mit Spektralradius p(4) < 1 die
Matrix (id — A) invertierbar ist und es gilt:

o
(id—A4) ' =) A"
k=0

Hinweis: Betrachten Sie fiir die Partialsummen Sy den Ausdruck (id — A)Sy.



4. Aufgabe Analytische Entwicklung fir Matrizfunktionen (4 Punkte)
Seien p, g Polynome mit g(0) = p(0) = 1. Sei weiter die rationale Funktion
g : € — € definiert durch g(z) := p(z)/q(z). Zeigen Sie, dass fiir Matrizen
A €™ ™ mit ||A|| hinreichend klein gilt:
<1
P! = 3 1o V0) 4"

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass g in 0 analytisch ist. Und schrei-
ben Sie 1/¢(z) als 1/(1 — (1 — ¢(z)), um die Neumann-Reihe anwenden zu
konnen.
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NUMERISCHE MATHEMATIK 11
Wintersemester 2002/2003
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1. Aufgabe Programmieraufgabe (3 Punkte)
Programmieren Sie das Runge-Kutta-Verfahren 4.0rdnung zur Lésung einer
Anfangswertaufgabe

y'=fty), y(0)=y.
Der diskrete Fluss '+ gehorcht dabei folgender Rechenvorschrift:

Tl = y(t) + T{%kl + %kz + %k}g + %Im}
kl = f(t,y(t))
ko = f(t+%,y(t)+%k1)
ks = f(t+ %,y(t) + %’@)
ke = f(t+7,y(t) +7k3) (1)

Probieren Sie das Verfahren fiir folgendes Anfangswertproblem aus

1 -1.0 0
y' = Ay, y(0)=(1>,A=(—1 0 —1>- (2)
0 0 1 0

Schitzen Sie bei diesem AWP die maximale Schrittweite 7, fiir die das
Runge-Kutta-Verfahren noch stabil ist. Zeigen Sie, dass in diesem Fall das
explizite Euler-Verfahren fiir jede Schrittweite 7 > 0 instabil ist.



2. Aufgabe Stabilititsgebiet (2 Punkte)

a) Charakterisieren Sie die Stabilitdt des Anfangswertproblems (2) aus
Aufgabe 1.

b) Bestimmen Sie das Stabilititsgebiet fiir das Runge-Kutta-Verfahren
(1) aus Aufgabe 1 und berechnen Sie daraus die charakteristische Zeit-
schrittweite 7. fiir das AWP (2).

3. Aufgabe rationale Approzimation der exp-Funktion (2 Punkte)
Gegeben sei eine rationale Funktion g = p/q mit

g(z) = exp(z) + O(z**1), z—=0.
Zeigen Sie, dass dann auch fiir die matrixwertige Funktion g gilt:

g(TA) = exp(TA) + O(TS+1), 7= 0.

4. Aufgabe implizite Verfahren (3 Punkte)

Bestimmen Sie das Stabilitdtsgebiet und die Konsistenzordnung fiir folgen-
des implizites Radau-Verfahren. Zeigen Sie, dass es L-stabil ist. Gegeben
ist das Butcher-Schema des Radau-Verfahrens:

115 1

3 12 12
3 1

L1 1
3 1
4 4
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NUMERISCHE MATHEMATIK 11
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E. Béinsch, M. Weber
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1. Aufgabe Konsistzenordnung von Runge-Kutta Verfahren (2 Punkte)
Zeigen Sie: Ein Runge-Kutta-Verfahren (o, 3, w) hat fiir alle (geniigend oft
stetig differenzierbaren) rechten Seiten f die Konvergenzordnung

i) s =1, wenn gilt
l
ij =1. (3)
j=1

ii) s =2, wenn (3) gilt und

l
1
E wjaj = 5 (4)
j=1

2. Aufgabe FEzplizite Runge-Kutta Verfahren (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass ein [-stufiges, explizites Runge-Kutta-Verfahren («, 8, w),
d.h B;; = 0 fiir j > 4, hochstens die Konsistenzordnung s <[ hat.

3. Aufgabe L-Stabilitdt (2 Punkte)

a) Zeigen Sie: Ist fiir ein Runge-Kutta-Verfahren (o, 3,w) die Matrix
B invertierbar und der Zeilenvektor w’ identisch mit einer Zeile der
Matrix 3, so ist g(oco) = 0.

b) Zeigen Sie am Beispiel der impliziten Trapezregel, dass bei der Aussage
in a) wesentlich ist, dass 8 invertierbar ist.

Hinweis: Benutzen Sie Satz 1.28 aus der Vorlesung zur Bestimmung von
g(c0). Verwenden Sie, dass mit einem Einheitsvektor e; gilt w’ = e]Tﬁ.



4. Aufgabe Ezperimental Order of Convergence (EOC) (4 Punkte)

Erklirung: Eine grafische Methode zur Bestimmung der Konvergenzord-
nung p eines Verfahrens geht folgendermaflen vor:
Fiir ein AWP ¢/ = f(t,y), y(0) = yo, dessen Losung y(7') man zu einem
festen Zeitpunkt 7' > 0 kennt, bestimmt man den Verfahrensfehler e(7) fiir
T=T/N, N €, via

e(r) = [ly(T) —g(D)Il,
wobei §(T') die numerische Losung zum Zeitpunkt 7' sei, die man in N

Schritten errechnet.
Da e(7) = C7P, wobei p die Konvergenzordnung ist, rechnet man

~ E)p
e(72) T

l

7

durch Auflésen nach der Konstanten p definiert man:

o Togle(m)) — log(e(n)
PR EOC= ) —Tog(m)

Man trigt also in einem Diagramm, z.B. fiir N = 2,4,8,16 Diskretisie-
rungsintervalle den Logarithmus des Verfahrensfehlers log(e(7)) gegen den
Logarithmus des Zeitschrittes log(7) auf.

Es miisste sich eine lineare Abhéngigkeit zwischen diesen Groflen einstellen.
Die Steigung der Geraden ist dann gerade der EOC (Experimental Order of
Convergence).

Aufgabe: Bestimmen Sie grafisch die Konvergenzordnung des Runge-Kutta-
Verfahrens (1) mittels AWP (2) und dem Programm aus dem 4.Ubungsblatt.
Wihlen Sie dabei N = 2,4,8,16 und T' = 1. Benutzen Sie die euklidische
Norm || - || zur Berechnung von e(7).



6. Ubung zur Vorlesung
NUMERISCHE MATHEMATIK 11
Wintersemester 2002/2003
E. Béinsch, M. Weber
Abgabe bis Donnerstag, 28. November, 12 Uhr

1. Aufgabe Flichennormale (2 Punkte)
Sei I' C IR? eine glatte Hyperfliche.

Die Flichennormale v : I' — R? ist im Punkt = € T’ durch folgende Eigen-
schaft definiert: Sei vy : [-1,1] — T eine glatte Kurve auf I' mit v(0) = =z,
dann gilt 4'(0) - v(z) = 0. Weiter gilt die Normierung |v(z)| = 1.

a) Zeigen Sie, dass fiir die Fllichennormale v bei der lokalen Darstellung
von I' als Graph mit Karte U

TNV :={(z',u(z'))|z' € U}

gilt
(Vyu(e'), —1)

Vo) = 1 ue), 1)

b) Zeigen Sie, dass fiir die Flichennormale v bei der lokalen Darstellung
von I' als Nullstellenmenge

'nv:={zeV[¥(r) =0}
gilt
V¥ (z)

V) = * 90 )




2. Aufgabe Oberflichenintegral im IR® (2 Punkte)

Sei I' C R? eine Hyperfliche mit zugehérigem Homoémorphismus & : U —
I'NV, die lokal in V' durch einen Graph auf der Karte U dargestellt wird

rnv ={(z',u(z")|z’ € U}.

Zeigen Sie, dass in diesem Fall fiir das Oberflichenintegral einer stetigen
Funktion p: I' — IR gilt

I W e )

3. Aufgabe Euler-Lagrange Gleichung (4 Punkte)

Sei Q C IR? ein beschriinktes Gebiet und f : @ x RxR% = R, f := f(z,v,p)
eine geniigend glatte Funktion.

Fiir glatte v sei

J(v) ::/Qf(:v,v,Vv)dx.

Die Funktion u € C?(Q) erfiille

J(u+dp) > J(u)

fiir alle ¢ € C°(9).
Dann gilt:
div fp(z,u, Vu) — fy(z,u, Vu) =0 in Q.

4. Aufgabe Folgerung (2.2) (2 Punkte)

Zeigen Sie mit Hilfe des GauB’schen Integralsatenz (2.1): Sei  C R? ein
beschriinktes Gebiet und n die Flichennormale auf dem Rand 992 von Q.
Seien u, v : 2 = IR geniigend glatt, dann gilt firi =1,...,d

/Qazu(z) v(z)dr = — /Q u(z)0v(z) dr + - u(y) v(y) ni(y) doy.
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1. Aufgabe Holder-Stetigkeit (2 Punkte)

Sei @ = (0,1) C R und » : (0,1) - R mit u(z) = /z. Zeigen Sie,
dass u Holder-stetig u € C%*(Q) fiir 0 < o < 1/2 und nicht holderstetig
u g CH(Q) fiir 1/2 < a <1 ist.

Hinweis: Fiir den ersten Teil nutzen Sie eine Fallunterscheidung nach
d>1yund d < y fiir d = x — y. Beachten Sie auch

z

1
u(z) —uy) = , 2—\/§ds.

2. Aufgabe Kettenregel (1 Punkte)
Sei u € C?(R%) und @ € C2%(R) mit u(z) = %(|z|), wobei r := |z| = VzTz.
Zeigen Sie, dass dann gilt

Au(z) = lar (roya(r)).

r

3. Aufgabe Laplacegleichung auf Kreisen (4 Punkte)
Bestimmen Sie eine Losung u : B1(0) C IR? — R der folgenden Differential-
gleichung

—Au(z,y) =0, z?+y’<1
u(z,y) =222 -1, z2+4%=1.

4. Aufgabe Fundamentallosung in 1D (3 Punkte)
Sei 2 = (—1,1) C R. Finde eine Fundamentallssung H der elliptischen



Differentialgleichung (3.1) auf . D.h. finde eine Funktion H : IR? — IR mit
H(z,y) = H(|z — y|) und —H"(s) = 0 fiir s # 0 und

/Q H(z,y) (—¢"(z)) dz = $(y)

fiir alle ¢ € C§°(2).
Hinweis: Benutze partielle Integration und, dass ¢’ in 1 und —1 verschwin-
det.
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1. Aufgabe Trennung der Variablen (3 Punkte)
Finden Sie eine Reihenentwicklung fiir eine Lésung u : [0, 7] X IR — IR der
Wellengleichung:

U —Uggy = 0
uy(0,8) = 0
ug(m,t) = 0.

Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz u(z,t) = X (x)T'(t).

2. Aufgabe FEOC eines Differenzenverfahrens (2 Punkte)

Erinnern Sie sich bitte an Aufgabe 4 von dem 5. Ubungsblatt. Der EOC in
Abhéngigkeit von h > 0 kann nach der gleichen Methode fiir die Approxi-
mation des Laplace-Operators —Apu fiir eine Funktion u : £ — IR berechnet
werden.

Ermitteln Sie den EOC fiir —Apu jeweils im Punkt = 1 und = = 0 fiir
u(z) = |z[>* mit h = {0.5,0.25,0.125,0.0625}.

3. Aufgabe Differenzensterne hoherer Ordnung (4 Punkte)
Im folgenden sollen Gewichte w; € IR so bestimmt werden, dass der Ausdruck

l
(Lpu)(z) == % Z w; u(z + jh)
P

die k — te Ableitung 0%u einer hinreichend oft stetig differenzierbaren Funk-
tion % : IR — IR in einem Punkt z € IR von der Ordnung s approximiert,
d.h.

(Lpu)(z) — Ful(z) = O%).

Dazu zeige man:



i) L, approximiert 0% von der Ordnung s, genau dann wenn

l
Z wjji:(sikk!, 1=0,....k+s—1.
j=—1

ii) L}, approximiert 9% von der Ordnung s, genau dann wenn (Lpp)(0) =
d*p(0) fiir alle Polynome p € P,, mit m = k + s — 1.

iii) Finde ein Differenzenquotient, der u” von der Ordnung 4 approximiert.

iv) Finde einen Differenzenstern 4. Ordnung fiir —A in IR2.
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1. Aufgabe Verfahren des steilsten Abstiegs I (2 Punkte)
Sei A € RN*N 5p.d. und J(v) := v-Av — f-v mit einem f € RY. Dann
gilt:

i) VJ(v) = Av — f.

i) Falls fiir die Abstiegsrichtung d # 0 gilt, so existiert fiir v € R genau
eine Losung & € IR von

J(v + ad) = min J(v + ad)
a€lR

und
_ d-d
a=——.

d-Ad
Dabei sei d := —(Av — f).

2. Aufgabe Verfahren des steilsten Abstiegs II (4 Punkte)
Sei A € RN*N g.p.d. und J(v) := %’U-A’U — f-v. Weiter sei u € RY Losung
von Au = f. Dann gilt:

i) J(v) = J(u) + 3|lv —ul3.

ii) Fiir die Iterierten u’ im Verfahren des steilsten Abstiegs gilt:

. . 1 (dzdz)Q
41y 7y
Ju') = J(u') 5 g A
iii) Fiir den Fehler €’ := u — u® gilt:
2 e (dd)?
e = e - SO

iv) ||ef[[3 = dA-d".



3. Aufgabe Konvexe Funktionen (1 Punkte)

Zeigen Sie, dass jedes lokale Minimum »* € RN einer konvexen Funktion
J : RY — R auch absolutes Minimum von J ist.

Hinweis: Eine Funktion J : RY — IR heifit konvez, wenn fiir alle z,y € RV
und A € [0,1] gilt: J(Az + (1 — N)y) < AJ(z) + (1 — X)J(y).

4. Aufgabe Programmieraufgabe (4 Punkte)
Gegeben sei die Differentialgleichung:

—Au = 27? sin(rwz1) sin(nzs), x € Q:=(0,1) x (0,1)
u=0, €N (5)

Diskretisieren Sie das Rechteck €2 mit den Gitterweiten h = 0.2, 0.1, 0.05,0.025
und ersetzen Sie den Laplace-Operator durch —Ay. Losen Sie die diskreti-
sierte Form von (5) fiir die Gitterfunktion U mit Hilfe des Verfahren des steil-
sten Abstiegs. Wihlen Sie dabei U = 0 als Startwert und iiberlegen Sie sich
ein geeignetes Abbruchkriterium. Stellen Sie die erhaltene Lésung graphisch
(z.B. mit Matlab) dar. Berechnen Sie den EOC iiber die Maximumsnorm
Th = SUPgeq, |U(x) — u(z)|. Die exakte Losung der Differentialgleichung
lautet dabei: u(z) = sin(nz1) sin(wzs).

Hinweis: Programmieren Sie modular, da wir in Zukunft das Verfahren des
steilsten Abstiegs durch einen anderen iterativen Gleichungsldser ersetzen
wollen.

5. Aufgabe Zusatzaufgabe (4 Punkte)
Diese Aufgabe ist eine Zusatzaufgabe, deren Punkte nicht in die
Gesamtpunktzahl eingehen. Abgabe nach Weihnachten! Sei (2 =
(0,1) C IR und u eine Losung von —u" = f in Q, sowie u = g auf 9. Sei U
eine Losung der diskretisierten Form (siehe Formel (4.5) aus der Vorlesung).
Zeigen Sie:

sup |U — Ryu| = O(h?).

Qp,

Hinweis: Modifizieren Sie die Testfunktion W im Beweis zu Satz 4.8 aus
der Vorlesung entsprechend.
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1. Aufgabe CG-Verfahren (5 Punkte)
(Vergleichen Sie auch Aufgabe 4 auf dem 9. Ubungsblatt)
Gegeben sei die Differentialgleichung:

—Au = w?sin(mz)(5cos(2mzy) — 1),  z€Q:=(0,1) x (0,1)
u=0, € (6)

Diskretisieren Sie das Rechteck 2 mit den Gitterweiten h = 0.2,0.1,0.05, 0.025
und ersetzen Sie den Laplace-Operator durch —Ay. Losen Sie die diskreti-
sierte Form von (6) fiir die Gitterfunktion U mit Hilfe des Verfahren der kon-
jugierten Gradienten. Wéihlen Sie dabei U = 0 als Startwert und iiberlegen
Sie sich ein geeignetes Abbruchkriterium. Stellen Sie die erhaltene Lisung
graphisch (z.B. mit Matlab) dar. Berechnen Sie den EOC iiber die Maxi-
mumsnorm 7y := sup,cq, |U(z) — u(z)|. Die exakte Losung der Differenti-
algleichung lautet dabei: u(z) = sin(nz1)(cos(2wzs) — 1).

Vergleichen Sie die benttigte Zahl an Iterationen im Verfahren des steilsten
Abstiegs mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten.

2. Aufgabe Youngsche Ungleichung (1 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b > 0 gilt
1, 1,
< —a?+ b
ab 50 2b

(b) Folgern Sie daraus, dass fiir alle 6 > 0

1
ab < §a® + 4—61)2.



(*) Ohne Wertung: Beweisen Sie die Youngsche Ungleichung: Fiir alle
a,b >0 gilt

1 1.
abg—ap—i-—,bp
p p

fir 1 <p,p' <oomit1/p+1/p' =1.

3. Aufgabe Dualraum (2 Punkte)

Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen fiir ein lineares Funk-
tional [ : X — IR auf einem Hilbertraum X mit Norm ||z|| := \/(z, z):

i) [ ist stetig.
ii) 1 ist stetig in z = 0.
iii)
|1(=)]

zeX {0} |||

< 00

4. Aufgabe Parallelogrammidentitit (2 Punkte)

Sei X ein normierter Vektorraum mit einer Norm || - ||. Zeigen Sie, dass fiir
alle z,y € X die Parallelogrammidentitét

[l +yl* + llz = yll* = 2(||z|* + |lylI*)

gilt, falls sich ||z]| = \/(z,z) mit einem Skalarprodukt (-,-) schreiben lésst.
Geben Sie Q und Funktionen z,y € C°() an, so dass fiir die Maximums-
norm || - ||maey die Parallelogrammidentitit nicht erfiillt ist.
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1. Aufgabe Unterraumeigenschaft von LP (2 Punkte)
Zeigen Sie: Sei () ein beschrinktes Gebiet und p, g mit 1 < g < p < 0o, dann
gilt

LP(Q) C LY(Q).

2. Aufgabe Produktregel in HY' (3 Punkte)
Beweisen Sie fiir ein beschrinktes Gebiet €2 die folgenden Aussagen:

i) Gegeben sei eine Folge wy € LP mit wy, — w € LP fiir k — oo, dann
gilt fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(2):

/wk(w) o(x) d:v—)/w(x) o(z)dz, k — oo.
Q Q

ii) Seienu € H'"? und v € H'"¥ mit p~ '+ ¢ ! =1 und 1 < p < co. Dann
gilt in H%! die Produktregel der schwachen Ableitung:

0i(uv) = (Ou)v + u(Gv).

3. Aufgabe Sobolev-Zahlen (2 Punkte)

Setzen Sie folgendes voraus (ohne Beweis): Sei (2 ein beschréinktes Gebiet
und z¢ € Q, weiter u € C1(Q\ {zo}) N C°(Q), dann gilt:

u € HYP(Q) & Vu € LP(Q),
wobei Vu die Ableitung im klassischen Sinne darstellt.

Gegeben Q = B1(0) C R? und u(z) := |z|* Fiir welche 1 < p < oo und
a >0 gilt u € H'P?



4. Aufgabe Berechnung schwacher Ableitungen (3 Punkte)

i) Seien f € CY(R), f' € L°(R) und w € H'?(Q). Dann gilt fou € H'P
mit 0;(f ou) = f'(u)d;u.
ii) Seienu € HYP(Q) und ut(z) := maz{u(z),0}, dann gilt ut € HYP(Q)
mit 5 0
4 iU, u >
O™ = { 0, u < 0.

Hinweis: Benutzen Sie zur Losung von Teil ii) die Funktion

W+ )% —¢, u>0

fwy = { ) L
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1. Aufgabe Beweis von Satz 6.1/ (3 Punkte)
Betrachte die schwache Formulierung (6.7) des Problems (6.6) mit den Re-
gularitétsvoraussetzungen:

kE,\ € L®(Q), a € L®(T'y), f e L*(),
/1>0, k>co>0, g € L*(Ty),
up € HY?, a, X > 0.

Beweise Satz 6.14 der Vorlesung: Unter den getroffenen Voraussetzungen
gilt:

i) a: X x X — R ist stetige, symmetrische, koerzive Bilinearform,
l: X — R ist stetige Linearform.

ii) Es existiert genau eine schwache Losung u von (6.7).

2. Aufgabe Shift-Theorem in 1D (2 Punkte)

Sei Q = (0,1), X = HY2(Q), f € L2() und u die schwache Lésung von

—u" = f inQ
u = 0 aufof

d.h. es gilt:
/u'(p' = /f(p fiir alle ¢ € X.
Q Q

Dann gilt v € H>?(Q2) und



3. Aufgabe Regularitit des Randes (3 Punkte)
Wie in der Bemerkung ii) zum Satz 6.16 (Shift-Theorem) sei
Q= {(z1,72) E R{0<7r <1,0< 0 < ar} firl <a<2. Zeigen Sie

i) Vu = Grue,+r ! pueg mit e, = (cos(),sin(d)) und eg = (— sin(h), cos(d)).
ii) Fiir welche 1 < p < oo gilt u € HYP(Q)?

iii) u ¢ H>?(2). Hinweis: H22(Q) — HY(Q) fiir alle 1 < ¢ < oo.

4. Aufgabe Berechnung einer schwachen Losung (2 Punkte)
Betrachte folgendes Problem fiir Q = (0,1):

—(k(z)d'(z)) = 0, z€Q
u(0) = 0,
u(l) = 1

; (7)

wobei

1, 0<z<05
k(‘”)"{z 05<z<1"

i) Bestimmen Sie eine schwache Losung von (7).

ii) Existiert eine Losung v € C?(€2) von (7)?
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1. Aufgabe Beweis von Satz 6.22 (2 Punkte)

i) Zeigen Sie die lineare Unabhingigkeit der Monome z¢ fiir z € IR? und
|| <k € N und folgern Sie daraus

i)
dim Py, = (‘”k) .

d

2. Aufgabe Interpolationsoperator (2 Punkte)
Sei Tj, eine konforme Triangulierung von  und v € C°(Q). Dann nennt
man
(Inv)(z) == Y (@) pi(z)
ac,-E/\/’}’Lc
den Lagrange-Interpolations- Operator.
Zeigen Sie, dass gilt:

i) Iy ist eine Projekjtion, d.h. Iv = v, falls v € Sf.

ii) v E CO(Q) mit ’U|3Q =0= (Ih’l})‘aﬂ =0.

3. Aufgabe Basispolynome (2 Punkte)
Bestimmen Sie die Basispolynome ¢; € S’,f fird =1und k = 1,2,3 und
stellen Sie diese graphisch dar.

4. Aufgabe Curse of dimension (Abgabe in der Ubungsstunde) (4 Punkte)
Basteln Sie aus Papier oder Styropor eine konforme Triangulierung des Ein-
heitswiirfels mit 6 Simplices. Das Volumen des Standartsimplex in d = 3



betrdgt 1/6, kénnen Sie auch eine Triangulierung des Einheitswiirfels ba-
steln, in der alle Simplices kongruent sind zum Standartsimplex?

Hinweis: Wir haben zur Losung der Aufgabe eine Ananas verwendet, aus
Griinden der Haltbarkeit rate ich aber davon ab.



