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31 Einführung1.1 NotationDiese Seminararbeit behandelt primal-duale Innere Punkte Methoden zur Lösungvon Linearen Programmen, wobei die Preditor Corretor Methode von Mehrotraim Vordergrund steht. Betrahtet werden sollen hierzu LP's in folgender primalerund dualer Standardform. min TxAx = bx � 0 ;max bT�AT�+ s = s � 0 :Dabei handelt es sih bei b, s und � um Vektoren aus dem Rm,  und x aus demRn und A sei o.B.d.A. eine m�n Matrix mit vollen Zeilenrang.1.2 MotivationDas Lösen von Linearen Programmen gehört zu den mathematishen Problemenfür die es eine Vielzahl von Anwendungsgebieten gibt, so z.B. in der Planung, Lo-gistik oder Finanzpolitik. Dennoh war lange Zeit unklar, ob es möglih sei dieseProbleme in polynomialer Zeit zu lösen. Erst 1979 zeigte dies Khahiyan mitseiner Ellipsoidmethode. Für die Praxis war diese jedoh völlig ungeeignet undso blieb die Simplexmethode, von Dantzig Ende der Vierziger Jahre entwikelt,das non plus ultra. Dies trotz der Tatsahe, dass für die bekannten PivotregelnKlassen von Beispielen existieren, die exponentiellen Aufwand benötigen. Die Fra-gestellung ob es eine Pivotregel gibt für die der Simplexalgorithmus polynomialist, ist eng verwandt mit der Hirsh Vermutung, (siehe [6℄). Sei dazu Æ(G) derDurhmesser eines Graphen, d.h. die kleinste Zahl d, so dass für je zwei Knotenu,v in G ein (u,v)-Weg mit höhstens d Kanten existiert. Des weiteren sei �(d; n)der maximale Durhmesser der Graphen, die durh ein d-dimensionales Polytopmit höhstens n Faetten induziert werden. So lautet die Hirsh-Vermutung von'57:� Für n > d � 2 sei 4(d; n) der grösste möglihe Durhmesser eines d-dimensionalen Polytops mit n Faetten. Dann gilt:4(d; n) � n� d . (?)



4 1 EinführungDenn Wert von �(d; n) liefert unabhängig von der Pivotregel eine untere Shran-ke für die Anzahl der Iterationen der Simplexmethode. Diese Diskrepanz zwishentheoretishen Verständnis und praktishen Lösungen shliessen gerade die Inne-ren Punkte Methoden. Deswegen ist die Arbeit von Karmarkar 1984 von grössterBedeutung. Er hatte die Idee von einem inneren Punkt der zulässigen Menge auseinen Weg zu einer optimalen Lösung zu konstruieren. Dies führte zu den heutebekannten Inneren Punkte Methoden, die zumindestens die entstandene Lükezwishen Theorie und Praxis shliessen konnten. Denn diese Algorithmen sind aufder einen Seite polynomial in ihrer theoretishen Laufzeit und haben andererseitszu sehr guten Implementationen geführt, die eine Vielzahl von praktishen Pro-blemen lösen können.1.3 Karush-Kuhn-Tuker BedingungenAus der Dualitätstheorie folgt, dass die Zielwerte des dualen LP's eine untereShranke für die primale Zielfunktion liefert. Aus diesem Zusammenhang und demSatz über die Existenz strikt komplementärer Lagrange-Multiplikatoren leitensih nun folgende Optimalitätsbedingungen (KKT-Conditions) ab:0 � xT s= xT (� AT�)= Tx� (Ax)T�= Tx� bT� :Ax = bAT�+ s = xisi = 0; i = 1; 2; : : : ; n(x; s) � 0 ;



52 Primal Duale Innere Punkte MethodenPrimal Duale Innere Punkte Methoden �nden primal-duale Lösungen durh An-wenden von modi�zierten Newton Verfahren auf die KKT-Bedingungen. Hierzuwird folgende Funktion F betrahtet :F : R2n+m 7! R2n+mmitF (x; �; s) = 0B� AT�+ s� Ax� bXS1 1CA(x; s) � 0 :Wobei X = diag (x1; x2; : : : ; xn), S = diag (s1; s2; : : : ; sn) und 1 = (1; 1; : : : ; 1)T2 Rn. Bemerkenswert ist dabei, dass nur der untere Term XS1 niht linearist. Alle primal-duale Verfahren generieren Iterierte (xk; �k; sk), die strikt obereUngleihung erfüllen, d.h. xk und sk sind eht positiv. Innere Punkte Methodenbasieren auf zwei vershiedenen Prozeduren, einmal der Berehnung der Rihtungdes Shrittes und zum zweiten der Länge um optimalen Fortshritt zu erreihen.Die Suhrihtung ergibt sih durh Lösen des folgenden linearen Systems:J(x; �; s)0B� �x���s 1CA = �F (x; �; s)Dabei handelt es sih bei J um die Jaobi-Matrix von F.0B� 0 AT IA 0 0S 0 X 1CA0B� �x���s 1CA = 0B� 00�XS1 1CAUm jetzt die ideale Shrittlänge zu berehnen, wird ein Line-Searh-Algorithmushinzugezogen, so dass (x; s) > 0 weiterhin gilt und damit ist die neue Iterierte(Preditor-Shritt): (x; �; s) + �(�x;��;�s) mit � 2 (0; 1℄.



6 2 Primal Duale Innere Punkte Methoden2.1 Zentraler PfadDer zentrale Pfad spielt eine wihtige Rolle für die Theorie der Innere PunkteMethoden, denn reine Preditor-Shritte würden die Iterierten an den Rand desPolyeders bringen und somit nur den Simplexalgorithmus kopieren, hier sprihtman von a�ne saling [1℄. Deshalb suht man nah Möglihkeiten sih zentralim Inneren des Polyeders zu bewegen, um eben ein direkten Weg zum Optimumzu konstruieren. Der zentrale Pfad C ist genau so eine Kurve von strikt zuläs-sigen Punkten im R2n+m. Parametrisiert über das Skalar � erfüllt jeder Vektor(x� ; �� ; s� ) 2 C folgendes System:Ax = bAT� + s = xisi = �; i = 1; 2; : : : ; n(x; s) > 0 :Dass C wohlde�niert und somit eindeutig für jedes � ist, kann mit Hilfe einerlogarithmishen Barrierefunktion gezeigt werden (siehe [1℄). Nun kann man einenZentrierungsparameter � 2 [0; 1℄ und ein Dualitätsmass � einführen mit� = 1n nPi=1 xisi = xT sn .Hierraus ergeben sih dann analog zu 2.1 folgende Shrittgleihungen:0B� 0 AT IA 0 0S 0 X 1CA0B� �x���s 1CA = 0B� 00�XS1 + ��1 1CA :2.2 Path Following AlgorithmenPath Following Algorithmen verfolgen eben diesen zentralen Pfad C und bleibenin einer strikt de�nierten Umgebung. Da � gerade den Fortshritt einer Iterationmisst und für k ! 1 gegen 0 geht, nähern sih die Iterierten (xk; �k; sk) ei-ner Lösung der KKT-Bedingungen an. Die zwei bedeutensten Umgebungen sindhierbei: N2(�) = f(x; �; s) 2 F0 j k XS1� �1 k2� ��g,N�1() = f(x; �; s) 2 F0 j xisi � �8i = 1; 2; : : : ng, wobeiF0 = f(x; �; s) jAx = b; AT�+ s = ; (x; s) > 0g .



2.3 Infeasible Starting Points 72.3 Infeasible Starting PointsO�ensihtlih brauhen Path-Following Algorithmen strikt zulässige Startvekto-ren, jedoh kann man LP's konstruieren, die keine strikt zulässigen Punkte ent-halten. Daraus und aus dem Problem der Berehnung eines zulässigen Punktes,der am besten noh in der Nähe des zentralen Pfades liegt, entwikelte sih derAnsatz, einen beliebigen, womöglih unzulässigen Punkt als Startwert zuzulassen,mit der einzigen Bedingung, dass x0; s0 > 0 gilt. Dies führt zu den zwei folgendenResidualgrössen: rb = Ax� b; r = AT�+ s�  .Daraus ergeben sih folgende modi�zierte Shrittgleihungen:0B� 0 AT IA 0 0S 0 X 1CA0B� �x���s 1CA = 0B� �r�rb�XS1 + ��1 1CAInterpretieren kann man diese Suhrihtung immer noh als Newton Shritt bzgl.des Punktes (x��; ���; s��) 2 C . Man kann zeigen, dass die Norm der Residual-grössen k rb k2, k r k2 beshränkt sind durh ein konstantes Vielfahes von �.Wenn man also nahweisen kann, dass � beliebig klein wird, wird auh rb und rbeliebig klein, und somit liefert dies einen zulässigen Optimalpunkt.



8 3 Mehrotra's Preditor Corretor Methode3 Mehrotra's Preditor Corretor Methode3.1 Ein vereinfahter Preditor-Corretor Algorithmus1. Berehne Startvektor (x0; �0; s0) 2 N2(0:25).2. Für k = 0; 1; 2; : : : und solange � > " :(a) Berehne Preditor-Shritt-Rihtung durhLösen des folgendem Gleihungssystems:0B� 0 AT IA 0 0Sk 0 Xk 1CA0B� �xaff��aff�saff 1CA = 0B� 00�XkSk1 1CA :(b) Führe maximal zulässigen Preditor-Shritt durh:�aff = maxf� 2 [0; 1℄ j 0B� xk�ksk 1CA+ �0B� �xaff��aff�saff 1CA 2 N2(0:5)g(xk; �k; sk) = (xk; �k; sk) + �(�xaff ;��aff ;�saff )() Berehne Corretor-Rihtung durhLösen des folgenden Gleihungssytems:0B� 0 AT IA 0 0S 0 X 1CA0B� �xor��or�sor 1CA = 0B� 00�1�XkSk1 1CA :(d) Berehne neue Iterierte :(xk+; �k+1; sk+1) = (xk+1; �k; sk) + (�xor;��or;�sor)



3.2 Korrektheit des Algorithmus 9
x2s2 Zentraler Pfad

x1s1

2

3

1

0

N(0.25)N2(0.5)

Fig. 2: Vorgehensweise der PC-Methode.3.2 Korrektheit des AlgorithmusDie Idee des Beweises ist, zu zeigen, dass in jedem Shritt � polynomial abhängigvon n verringert wird und somit beliebig klein wird. Die meisten in der Pra-xis eingesetzten Inneren Punkte Algorithmen arbeiten mit einer vorgegebenenGenauigkeit, so dass wenn gilt � � " abgebrohen wird.3.2.1 Lemma über Reduktion von �Sei (�x;��;�s) die Lösung des Gleihungssystem aus Abshnitt 2.3. Dann gilt:�xT�s = 0 und �� := (x+��x)T (s+��s)n = (1� �(1� �))�.Beweis : 0�xT�s = �xT�s+ z }| {(A�x)T ��= �xT�s+�xTAT��= �xT (�s+ AT��)| {z }= 0 : 0Weiterhin folgt aus der dritten Zeile, dassS�x +X�s = �XS1+ ��1 :Durh Aufsummieren dieser n Gleihungen ergibt sih:sT�x + xT�s = �xT s+ nXi=1 �xT sn = �(1� �)xT s :



10 3 Mehrotra's Preditor Corretor MethodeUnd es gilt: �� = (x+ ��x)T (s+ ��s)n= 1n �xT s+ �(sT�x + xT�s) + �2�xT�s�= xT sn (1� �(1� �))= �(1� �(1� �)) :3.2.2 Lemma über Reduktion von � nah PrediktorshrittSei (x; �; s) 2 N2(0:25) und (�xaff ;��aff ;�saff ) sei die Prediktor-Rihtung aus2(a). Dann gilt ((x; �; s) + �(�xaff ;��aff ;�saff )) 2 N2(0:5) für alle � 2 [0; �℄,mit � = min�12 ; � �8k�X�S1k2� 12�.Beweis :Als erstes ist zu zeigen, dass gilt:k X(�)S(�)1� ��1 k� j1� �j k XS1� �1 k +�2 k �X�S1 k.Mit X(�) = diag(x(�)) = diag(x + ��xaff ) und analog S(�) = diag(s(�)) =diag(s+ ��saff ). Aus dem Gleihungsystem in 2(a) ergibt sih (3.Zeile):xi(�)si(�)� �� = xisi + �(si(�xaff )i + xi(�saff )i)+�2(�xaff )i(�saff )i � (1� �(1� �))�= xisi(1� �) + �2(�xaff )i(�saff )i � (1� �)�)k X(�)S(�)1� ��1 k = k �xisi(1� �)� (1� �)�+ �2(�xaff )i(�saff )i�ni=1 k� j1� �j k XS1� �1 k +�2 k �X�S1 k :Nun gilt also :k X(�)S(�)1� ��1 k � (1� �) k XS1� �1 k +�2 k �X�S1 k� (1� �) k XS1� �1 k + �8 k �X�S1 k k �X�S1 k� 14�(1� �) + 18(1� �)�(1� �)� 12(1� �)� = 12�� :Es bleibt noh zu zeigen, dass (x(�); �(�); s(�)) in F0 liegt.Ax(�) = A(x + ��xaff ) = Ax+ �A�xaff = b ;AT�(�) + s(�) = AT (�+ ���aff ) + s + ��saff= AT�+ s+ �(AT��aff +�saff )=  :



3.2 Korrektheit des Algorithmus 11Um zu zeigen, dass (x(�); s(�)) eht positiv ist, benötigt man die beiden folgendenAbshätzungen für Vektoren (x; �; s) aus N2(�), die Beweise kann man in [1℄ abSeite 89 nahlesen. k X(�)S(�)1� ��1 k� ���k �X�S1 k� �2 + n(1� �)22 32 (1� �) �Daraus folgt:xi(�)si(�) � (1� �)�� = (1� �)(1� �(1� �))� = (1� �)(1� �)� > 0Dies gilt, da � = 0:5 und � 2 [0; �℄.�8 k �X�S1 k � 2 32 (1� 0:25)8((0:25)2 + n) = 3p21 + 16n � 0:16nn � 1) � � min0�12 ;�0:16n � 121A = 0:4pn3.2.3 Lemma über CorretorshrittSei (x; �; s) 2 N2(0:5) und (�xor;��or;�sor) sei die Corretor-Rihtung aus2(). Dann gilt ((x; �; s) + (�xor;��or;�sor)) 2 N2(0:25) und �1 = �.Beweis :Aus Lemma 3.2.1 folgt direkt mit � = � = 1 , dass �1 = �. Ebenfalls gilt für(x; �; s) 2 N2(�): k X(�)S(�)1� ��1 k� (1� �) k XS1� �1 k +�2 k �X�S1 k� (1� �)��+ �2  �2 + n(1� �)22 32 (1� �) !�Nun gilt für � = 0:5; � = 1 und � = 1:k X(1)S(1)1� �11 k� 0:522 32 (0:5) � �14��Analog zum Prediktorshritt folgt die strikte Zulässigkeit, da � = 0:5.xi(�)si(�) � (1� �)�� = (1� �)(1� �(1� �))� = (1� �)� > 0



12 3 Mehrotra's Preditor Corretor Methode3.2.4 Lemma über Korrektheit des AlgorithmusSei " 2 (0; 1) gegeben und es gelte �k+1 � �1� Æn! ��k, k = 0; 1; 2; : : : ; mitpositiven Konstanten ! und Æ. Ausserdem gelte für den Startpunkt (x0; �0; s0) ,dass �0 � 1"� für eine positive Konstante �.Dann existiert ein Index K mit K = O(n!j log 1" j) , so dass �k � " für alle k � K.Beweis :Durh Logarithmieren gilt :log�k+1 � log 1� Æn!!+ log�k ;log�k � k log 1� Æn!!+ log�0� k log 1� Æn!!+ � log 1"Nun gilt für die Logarithmusfunktion :log(1 + �) � �; 8� > �1:Daraus folgt für � = � Æn! :log�k � k  � Æn!!+ � log 1" � � log 1" = log ", k � K = (1 + �)n!Æ log 1" :Woraus durh die Monotonie des Logarithmus unmittelbar folgt, dass �k � ".3.2.5 Folgerung über LaufzeitSei " > 0 und (x0; �0; s0) 2 N2(0:25) gegeben, dann generiert obiger Preditor-Corretor-Algorithmus eine Folge von Inneren Punkten für die gilt:�k+1 � �1� 0:4pn��k; k = 0; 1; 2; : : : .Aus Lemma 3.2.4 folgt somit unmittelbar, dass ein IndexK mitK = O(pnj log "j)existiert, so dass �k � " für alle k � K. Dies alleine führt aber noh niht zu einenpolynomialen Algorithmus, nun kann aber gezeigt werden, dass in einer Umge-bung des Optimums das Newtonverfahren konvergiert, d.h. in unserem Fall einPrediktorshritt der Länge 1 durhgeführt werden kann. Dennoh benutzen diemeisten Methoden eine Hilfsprojektion um die Optimallösung zu erraten, wenndies niht gelingt, wird einfah der Algorithmus weiter fortgesetzt. Angenommenman löst nun das Gleihungssystem aufgrund der Struktur in O(n2) Shritten, soergibt sih eine Laufzeit von O(pnj log 1" jn2).



3.3 Mehrotra's PC-Methode 133.3 Mehrotra's PC-MethodeHeutige Primal Duale Innere Punkte Algorithmen basieren auf Mehrorta's PC-Methode. Dieser vereinigt eben die Grundideen aus Abshnitt 2 und führte weite-re sinnvolle meist heuristishe Modi�kationen ein, die zu sehr guten Ergebnissenin der Praxis führten.� Berehnung einer weiteren Rihtung, den sogenannten orretor step, damitder Zentrale Pfad besser als linear approximiert wird.� Flexible Wahl des Zentrierungsparameters �, je nah Erfolg des Preditor-Shrittes.� Untershiedlih Shrittlängen für primal und duale Variablen.� Heuristik für die Wahl des Startpunktes.3.3.1 Der Algorithmus1. Berehne Startvektor (x0; �0; s0) mit (x0; s0) > 0.2. Für k = 0; 1; 2; : : : und solange � > " :(a) Setze (x; �; s) = (xk; �k; s;k ) .(b) Berehne Residualgrössen :rb = Ax� b; r = AT�+ s� () Berehne Preditor-Shritt-Rihtung durhLösen des folgendem Gleihungssystems :0B� 0 AT IA 0 0S 0 X 1CA0B� �xaff��aff�saff 1CA = 0B� �r�rb�XS1 1CA(d) Berehne Preditor-Shritt-Länge :�priaff = argmaxf� 2 [0; 1℄ j xk + ��xaff � 0g�dualaff = argmaxf� 2 [0; 1℄ j sk + ��saff � 0g(e) Berehne Centering Parameter :� = ��aff� �3 = � (xk+�priaff�saff)T (sk+�dualaff �saff)xTk sk �3(f) Berehne Centering-Corretor-Rihtung durhLösen des folgenden Gleihungssytems :0B� 0 AT IA 0 0S 0 X 1CA0B� �x���s 1CA = 0B� 00��1��Xaff�Saff1 1CA



14 3 Mehrotra's Preditor Corretor Methode(g) Berehne maximale Shritt-Länge :�primax = argmaxf� � 0 j xk + �(�xaff +�x) � 0g�dualmax = argmaxf� � 0 j sk + �(�saff +�x) � 0g(h) Berehne neue Iterierte :�prik = argminf0:99 � �primax; 1g�dualk = argminf0:99 � �dualmax; 1gxk+1 = xk + �prik (�xaff +�x)(�k+1; sk+1) = (�k; sk) + �dualk (��aff +��;�saff +�s)3.3.2 ZusammenfassungEs bleibt zu sagen, dass Mehrotra's PC-Methode superlinear konvergiert und imVergleih zu den anderen verö�entlihten Inneren Punkte Methoden bis zu 60%weniger Iterationen für die Standardbeispiele aus netlib benötigt .Troztdem istnoh niht klar, ob es z.B. sinnvoll ist den Mehrotra Corretor Shritt zu iterieren,um eine noh höhere Approximationsgüte des zentralen Pfades zu bekommen.Konkrete Ergebnisse und Implementationen hierzu �nden sih in [7℄.
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