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1 Einfiihrung

1.1 Notation

Diese Seminararbeit behandelt primal-duale Innere Punkte Methoden zur Lésung
von Linearen Programmen, wobei die Predictor Corrector Methode von Mehrotra
im Vordergrund steht. Betrachtet werden sollen hierzu LP’s in folgender primaler
und dualer Standardform.

min ¢ x
Axr = b
z > 0,
max b’ \
AT +5 = ¢
s > 0

Dabei handelt es sich bei b, s und A um Vektoren aus dem R™, ¢ und x aus dem
R™ und A sei 0.B.d.A. eine mxn Matrix mit vollen Zeilenrang.

1.2 Motivation

Das Lésen von Linearen Programmen gehort zu den mathematischen Problemen
fiir die es eine Vielzahl von Anwendungsgebieten gibt, so z.B. in der Planung, Lo-
gistik oder Finanzpolitik. Dennoch war lange Zeit unklar, ob es mdglich sei diese
Probleme in polynomialer Zeit zu 16sen. Erst 1979 zeigte dies Khachiyan mit
seiner Ellipsoidmethode. Fiir die Praxis war diese jedoch vollig ungeeignet und
so blieb die Simplexmethode, von Dantzig Ende der Vierziger Jahre entwickelt,
das non plus ultra. Dies trotz der Tatsache, dass fiir die bekannten Pivotregeln
Klassen von Beispielen existieren, die exponentiellen Aufwand bendtigen. Die Fra-
gestellung ob es eine Pivotregel gibt fiir die der Simplexalgorithmus polynomial
ist, ist eng verwandt mit der Hirsch Vermutung, (siche [6]). Sei dazu 6(G) der
Durchmesser eines Graphen, d.h. die kleinste Zahl d, so dass fiir je zwei Knoten
u,v in G ein (u,v)-Weg mit hochstens d Kanten existiert. Des weiteren sei A(d, n)
der maximale Durchmesser der Graphen, die durch ein d-dimensionales Polytop
mit héchstens n Facetten induziert werden. So lautet die Hirsch-Vermutung von
BT:

e Fir n > d > 2 sei A(d,n) der grosste mogliche Durchmesser eines d-
dimensionalen Polytops mit n Facetten. Dann gilt:

A(d,n)<n-—d.(?)
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Denn Wert von A(d, n) liefert unabhéngig von der Pivotregel eine untere Schran-
ke fiir die Anzahl der Iterationen der Simplexmethode. Diese Diskrepanz zwischen
theoretischen Verstiandnis und praktischen Losungen schliessen gerade die Inne-
ren Punkte Methoden. Deswegen ist die Arbeit von Karmarkar 1984 von grosster
Bedeutung. Er hatte die Idee von einem inneren Punkt der zuldssigen Menge aus
einen Weg zu einer optimalen Losung zu konstruieren. Dies fiihrte zu den heute
bekannten Inneren Punkte Methoden, die zumindestens die entstandene Liicke
zwischen Theorie und Praxis schliessen konnten. Denn diese Algorithmen sind auf
der einen Seite polynomial in ihrer theoretischen Laufzeit und haben andererseits
zu sehr guten Implementationen gefiihrt, die eine Vielzahl von praktischen Pro-
blemen losen kdnnen.

1.3 Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen

Aus der Dualitatstheorie folgt, dass die Zielwerte des dualen LP’s eine untere
Schranke fiir die primale Zielfunktion liefert. Aus diesem Zusammenhang und dem
Satz iiber die Existenz strikt komplementirer Lagrange-Multiplikatoren leiten
sich nun folgende Optimalitiatsbedingungen (KKT-Conditions) ab:

0 < z's
= 27(c—AT))
= 'z — (Az)" A
= 'z —b" ).
Ar = b
ATA+s = ¢
TiS; 0,:=1,2,...,n
0

w
=
IVl



2 Primal Duale Innere Punkte Methoden

Primal Duale Innere Punkte Methoden finden primal-duale Losungen durch An-
wenden von modifizierten Newton Verfahren auf die KKT-Bedingungen. Hierzu
wird folgende Funktion F betrachtet :

F . R2n+m — R2n+m

mit
AT A +s—c
F(z, )\ s) = Az —b
XS1

(x,8) >0.

Wobei X = diag (21,22, ...,2,), S = diag (s1,82,...,8,) und 1 = (1,1,...,1)T

€ R". Bemerkenswert ist dabei, dass nur der untere Term X ST nicht linear
ist. Alle primal-duale Verfahren generieren Iterierte (xy, Ak, si), die strikt obere
Ungleichung erfiillen, d.h. z; und s, sind echt positiv. Innere Punkte Methoden
basieren auf zwei verschiedenen Prozeduren, einmal der Berechnung der Richtung
des Schrittes und zum zweiten der Linge um optimalen Fortschritt zu erreichen.
Die Suchrichtung ergibt sich durch Lésen des folgenden linearen Systems:

Az
J(x, A\ s) | AN | ==F(x,\s)
As

Dabei handelt es sich bei J um die Jacobi-Matrix von F.

0 AT T Ax 0
A 0 0 AN | = 0
S 0 X As —XS1

Um jetzt die ideale Schrittlinge zu berechnen, wird ein Line-Search-Algorithmus
hinzugezogen, so dass (z,s) > 0 weiterhin gilt und damit ist die neue Iterierte
(Predictor-Schritt):

(z, A, 8) + a(Az, AX, As) mit « € (0,1].
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2.1 Zentraler Pfad

Der zentrale Pfad spielt eine wichtige Rolle fiir die Theorie der Innere Punkte
Methoden, denn reine Predictor-Schritte wiirden die Iterierten an den Rand des
Polyeders bringen und somit nur den Simplexalgorithmus kopieren, hier spricht
man von affine scaling [1]. Deshalb sucht man nach Mdglichkeiten sich zentral
im Inneren des Polyeders zu bewegen, um eben ein direkten Weg zum Optimum
zu konstruieren. Der zentrale Pfad C ist genau so eine Kurve von strikt zulds-
sigen Punkten im R?"*™, Parametrisiert iiber das Skalar 7 erfiillt jeder Vektor
(27, Ar, 8;) € C folgendes System:

Ax = b

AT \+5 = ¢
ris; = T,0=12,....n

(z,s) > 0.

Dass C wohldefiniert und somit eindeutig fiir jedes 7 ist, kann mit Hilfe einer
logarithmischen Barrierefunktion gezeigt werden (siehe [1]). Nun kann man einen
Zentrierungsparameter o € [0, 1] und ein Dualitdtsmass p einfithren mit

Hierraus ergeben sich dann analog zu 2.1 folgende Schrittgleichungen:

0 AT I Az 0
A 0 O AN | = 0
S 0 X As —XS1+opul

2.2 Path Following Algorithmen

Path Following Algorithmen verfolgen eben diesen zentralen Pfad C und bleiben
in einer strikt definierten Umgebung. Da p gerade den Fortschritt einer Iteration
misst und fiir k — oo gegen 0 geht, ndhern sich die Iterierten (wy, Ak, Sk) ei-
ner Losung der KK'T-Bedingungen an. Die zwei bedeutensten Umgebungen sind
hierbei:

No(0) = {(2,A,s) € FOI || XS1 — pll [|>< Opu},
N o) ={(z,\,s) € FO|zys; > yuVi =1,2,...n}, wobei

Fo={(z,\s) Az =0, ATA + s = ¢, (z,5) > 0} .
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2.3 Infeasible Starting Points

Offensichtlich brauchen Path-Following Algorithmen strikt zulédssige Startvekto-
ren, jedoch kann man LP’s konstruieren, die keine strikt zuldssigen Punkte ent-
halten. Daraus und aus dem Problem der Berechnung eines zulédssigen Punktes,
der am besten noch in der Nidhe des zentralen Pfades liegt, entwickelte sich der
Ansatz, einen beliebigen, womoglich unzuléssigen Punkt als Startwert zuzulassen,
mit der einzigen Bedingung, dass xg, so > 0 gilt. Dies fiihrt zu den zwei folgenden
Residualgrossen:

rp=Axr —br.=ATA+s—c.

Daraus ergeben sich folgende modifizierte Schrittgleichungen:

0 AT T Az —r,
A 0 0 A = —Tp
S 0 X As —XS1+opl

Interpretieren kann man diese Suchrichtung immer noch als Newton Schritt bzgl.
des Punktes (Zou, Aoy, Sou) € C . Man kann zeigen, dass die Norm der Residual-
grossen || 7y ||2, || 7¢ ||2 beschrankt sind durch ein konstantes Vielfaches von .
Wenn man also nachweisen kann, dass p beliebig klein wird, wird auch r, und r,
beliebig klein, und somit liefert dies einen zulédssigen Optimalpunkt.
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3 Mehrotra’s Predictor Corrector Methode

3.1 Ein vereinfachter Predictor-Corrector Algorithmus
1. Berechne Startvektor (xg, Ao, o) € No(0.25).
2. Fir k=0,1,2,... und solange 4 > ¢ :

(a) Berechne Predictor-Schritt-Richtung durch
Lésen des folgendem Gleichungssystems:

0 AT I A{Eaff 0
A 0 0 Alasr | = 0 :
Sk 0 Xk ASaff —stkﬂ

(b) Fiihre maximal zuléssigen Predictor-Schritt durch:

Tk Aoy
aaff = max{a € [07 1] | )\k +« A)\aff € N2(05)}
Sk ASaff

(Th, My Sk) = (@h, My S) + (Azapr, Adass, ASass)

(c) Berechne Corrector-Richtung durch
Lésen des folgenden Gleichungssytems:

0 AT T AZ oy 0
A 0 0 Adleor | = 0 .
S 0 X ASCO,« ,u]l - stk]l

(d) Berechne neue Iterierte :

(-'L'Ic-i-a )‘k:—l—la Sk:—l—l) — (:L.k-i-l) )‘Ica Sk) + (Al'cora A)‘cora AScor)
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X252 Zentraler Pfad

N2(0.5) - N(0.25) ,°

xIsl

Fig. 2: Vorgehensweise der PC-Methode.

3.2 Korrektheit des Algorithmus

Die Idee des Beweises ist, zu zeigen, dass in jedem Schritt y polynomial abhingig
von n verringert wird und somit beliebig klein wird. Die meisten in der Pra-
xis eingesetzten Inneren Punkte Algorithmen arbeiten mit einer vorgegebenen
Genauigkeit, so dass wenn gilt ;4 < € abgebrochen wird.

3.2.1 Lemma iiber Reduktion von

Sei (Ax, A\, As) die Losung des Gleichungssystem aus Abschnitt 2.3. Dann gilt:

A2TAs = 0 und pg = Etreds) (stads) (1—a(l—o0))p.

n
Beweis : 0
——N—

AxTAs = AzTAs+ (AAz)T AN
= Az"As+ Az"ATAN
= Az" (As+ ATAN)

—_—
= 0. 0
Weiterhin folgt aus der dritten Zeile, dass
SAr+ XAs = —XS1+oul.

Durch Aufsummieren dieser n Gleichungen ergibt sich:

n T
sTAz +3"As = —als+ Zaﬁ =—(1-0)2's.
n

=1
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Und es gilt:
(x + aAz)T (s + aAs)

n
2's + a(sTAr + 2T As) + aZAxTAs)

S

— L0 a-0)

— u(l—a(l-0)).

8

3.2.2 Lemma iiber Reduktion von p nach Prediktorschritt

Sei (x, A, 5) € N2(0.25) und (Azgrr, Adass, Asaps) sei die Prediktor-Richtung aus
2(a). Dann gilt ((x, A, s) + a(Azqrr, Adarr, Asarr)) € N2(0.5) fiir alle « € [0, @,

1
P . l u 2
mit @ = min <2, (78\|AXAS]1||2) )

Beweis :

Als erstes ist zu zeigen, dass gilt:

| X(@)S()L = pal |< |1 —al [| XST = pl || +0 | AXAST |.

Mit X () = diag(z(a)) = diag(r + aAz,sp) und analog S(a) = diag(s(a)) =

diag(s + aAs.sr). Aus dem Gleichungsystem in 2(a) ergibt sich (3.Zeile):
ri(a)si(e) — pa = isi + a(si(Azasr)i + 2i(Asary)i)

+a?(Azgapp)i(Asagp)i — (L= a(l = 0)p

2;5i(1 — @) + &®(Azgsp)i(Asass)i — (1 —a)p

=
| X(a)S(a)l = pal ||

n

I (wisi(1 = a) = (1= @)+ 0*(Azapp)i(Asass)i)_ |

i=1

< [M—al || XST—pul || +a? || AXAST || .
Nun gilt also :
[ X(@)S(@)L = pal | < (1-a) || XST—pl | +a® | AXAST ||
7]
< (1- XS1 —pl AXAS1
< (1-a) I ||+8||AXASIL T | |
1 1
< —p(l - — (1 —
< il a)+8(1_a)u( @)
1 1
< —(l—a)p==lta .
< Sd-aju=gu

Es bleibt noch zu zeigen, dass (z(a), A(«), s(«)) in Fy liegt.
Az(a) = A(r+alArypp) = Av + aAAxyp =0,
ATX@) +s(a) = AT(A+alAdysy) + 5+ alsayy
= ATXA+ s+ a(ATANyss + Asapp)

C.
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Um zu zeigen, dass (z(a), s(«)) echt positiv ist, benotigt man die beiden folgenden
Abschétzungen fiir Vektoren (z, A, s) aus N>(6), die Beweise kann man in [1] ab
Seite 89 nachlesen.

| X()S(a)1 = pal | < Opa

2 1— 2
|axasy < 21 =09)
25(1 —0)

Daraus folgt:
zi(@)si(@) > (1= 0pa=(1—0)(1—a(l—o)u=(1- 01— a)u>0
Dies gilt, da 8 = 0.5 und « € [0, @].

[ 23 (1 — 0.25) 3vV2 _ 0.16
8| AXAST || —8((0 2+n) 1+16n " n

25
0.16\ > 04
n>1= &> min ( )
TL

3.2.3 Lemma iiber Correctorschritt

Sei (x, ), s) € N2(0.5) und (Azcor, Adcor, ASeor) sei die Corrector-Richtung aus
2(c). Dann gilt ((z, A, 8) + (AZeor, Adcor, ASeor)) € N2(0.25) und py = p.

Beweis :

Aus Lemma 3.2.1 folgt direkt mit « = 0 = 1 , dass u; = p. Ebenfalls gilt fiir
(z, A, ) € Na():

| X(a)S(@)1 = pol ||
(1—a)| XS1T—pul || +o® || AXAST ||

< (1 —a)fu+a? (9 ;%?1(1__9;7) ) I

IN

Nun gilt fiir 0 = 0.5, =1 und 0 = 1:

0.5
I XSO -l o< (5)

Analog zum Prediktorschritt folgt die strikte Zulédssigkeit, da 6 = 0.5.

zi(@)si(a) = (1=0pa=1-0)1-a(l —0))pu=(1-0)u>0
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3.2.4 Lemma iiber Korrektheit des Algorithmus

Sei € € (0,1) gegeben und es gelte fi41 < (1 — n%) L k=0,1,2,..., mit
positiven Konstanten w und ¢. Ausserdem gelte fiir den Startpunkt (zg, Ao, o) ,

dass py < 8% fiir eine positive Konstante k.
Dann existiert ein Index K mit K = O(n|log|) , so dass p, < ¢ fiir alle k > K.

Beweis :
Durch Logarithmieren gilt :

)
log 1 < log (1 - ﬁ> + log pu

4]
logpue < klog (1 - —> + log /10
nw

4] 1
< klog (1 — —> + K log —
nv €
Nun gilt fiir die Logarithmusfunktion :

log(l+6) < 8,  V8>-L

Daraus folgt fiir f = —-2:

nw

4] 1 1
log p < k (——) + klog— < —log— =loge
nv € €

w

1
< k>K= (1+H)n—log— :
) €
Woraus durch die Monotonie des Logarithmus unmittelbar folgt, dass p; < e.

3.2.56 Folgerung iiber Laufzeit

Sei & > 0 und (g, Ao, So) € N2(0.25) gegeben, dann generiert obiger Predictor-
Corrector-Algorithmus eine Folge von Inneren Punkten fiir die gilt:

e < (1= 28 ) e, k=0,1,2,... .

Aus Lemma 3.2.4 folgt somit unmittelbar, dass ein Index K mit K = O(y/n|loge|)
existiert, so dass uy < ¢ fiir alle £ > K. Dies alleine fiihrt aber noch nicht zu einen
polynomialen Algorithmus, nun kann aber gezeigt werden, dass in einer Umge-
bung des Optimums das Newtonverfahren konvergiert, d.h. in unserem Fall ein
Prediktorschritt der Lange 1 durchgefiihrt werden kann. Dennoch benutzen die
meisten Methoden eine Hilfsprojektion um die Optimallésung zu erraten, wenn
dies nicht gelingt, wird einfach der Algorithmus weiter fortgesetzt. Angenommen
man 16st nun das Gleichungssystem aufgrund der Struktur in O(n?) Schritten, so
ergibt sich eine Laufzeit von O(y/n|log<|n?).
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3.3 Mehrotra’'s PC-Methode

Heutige Primal Duale Innere Punkte Algorithmen basieren auf Mehrorta’s PC-
Methode. Dieser vereinigt eben die Grundideen aus Abschnitt 2 und fiihrte weite-
re sinnvolle meist heuristische Modifikationen ein, die zu sehr guten Ergebnissen
in der Praxis fiihrten.

e Berechnung einer weiteren Richtung, den sogenannten corrector step, damit
der Zentrale Pfad besser als linear approximiert wird.

e Flexible Wahl des Zentrierungsparameters o, je nach Erfolg des Predictor-
Schrittes.

e Unterschiedlich Schrittlangen fiir primal und duale Variablen.

e Heuristik fiir die Wahl des Startpunktes.

3.3.1 Der Algorithmus
1. Berechne Startvektor (xg, Ao, So) mit (zg, so) > 0.
2. Fir k=0,1,2,... und solange y > ¢ :

(a) Setze (x, A, s) = (Tg, Ak, Syk ) -

(b) Berechne Residualgrossen :
ry=Ax —br,= AT A+s—c

(c) Berechne Predictor-Schritt-Richtung durch
Losen des folgendem Gleichungssystems :

0 AT I Axaff _TC
A 0 0 A)\aff == —Tp
S 0 X ASaff —-XS51

(d) Berechne Predictor-Schritt-Lénge :
agggl: argmax{a € [0, 1] |y + aAzqpp > 0}
agty = argmax{a € [0,1] | s + alAs,pp > 0}

(e) Berechne Centering Parameter :
pri dual

3
o= (Maff):% . ($k+aaffAsaff)T(sk+Oéaff Asaff)
T\ - zl'sy,

(f) Berechne Centering-Corrector-Richtung durch
Lésen des folgenden Gleichungssytems :

0 AT T Az, 0
A 0 O Adee | = 0
S 0 X ASCC a,u]l - AXaffASaff]l
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(g) Berechne maximale Schritt-Lénge :
ot = argmax{a > 0]z + a(Azas s + Aze) > 0}

max

Cydual = arg max{a >0 | Sk + a(ASaff + Axcc) > 0}

max

(h) Berechne neue Iterierte :
o™ = argmin{0.99 - a#" 1}

Cygual = arg mln{099 : a%ﬁlxla 1}

Tpr1 = Tk + ) (Axapp + Azee)
(Nkt1s 8541) = (M, 58) + " (Adars + Adee, Asapp + Asee)

3.3.2 Zusammenfassung

Es bleibt zu sagen, dass Mehrotra’s PC-Methode superlinear konvergiert und im
Vergleich zu den anderen veroffentlichten Inneren Punkte Methoden bis zu 60%
weniger Iterationen fiir die Standardbeispiele aus netlib benétigt . Troztdem ist
noch nicht klar, ob es z.B. sinnvoll ist den Mehrotra Corrector Schritt zu iterieren,
um eine noch hohere Approximationsgiite des zentralen Pfades zu bekommen.
Konkrete Ergebnisse und Implementationen hierzu finden sich in [7].
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