Polynomiales Approximationsschema fiir
Euklidisches TSP

Wir beschreiben das von [Arora (1998) gefundene PTAS fiir Euklidische TSP. Die Dar-
stellung folgt im Wesentlichen (Korte and Vygen, 2006, Kapitel 21).

Grundlagen: randomisierte Algorithmen

Zunéachst einige einfache stochastische Grundlagen, um die wir nicht herum kommen.

Monte-Carlo-Algorithmus. Der randomisierte Algorithmus, den wir betrachten, be-
nutzt zuféllige Parameter, um in (deterministisch) polynomialer Zeit mit einer gewissen
Mindestwahrscheinlichkeit erfolgreich eine ,Lésung® zu berechnen. ,Losung* heifst dabei
hier: eine zuléssige Losung (d. h. Tour) mit Giitegarantie 1 + ¢.

Derandomisierung. Gegeben sei ein Algorithmus mit ,,Erfolgswahrscheinlichkeit” p > 0.
Dann kann man die Erfolgswahrscheinlichkeit erhohen, indem man ihn mehrfach hinter-
einander mit stochastisch unabhéngiger Wahl der Parameter ausfiihrt. Ist & die Anzahl
der Ausfithrungen, dann bekommt man so einen (immer noch randomisierten) Algorith-
mus mit (1 —(1—p)¥)-wahrscheinlicher Losung. (in unserem Fall: Giitegarantie). Beispiel:
p = 1/2, dann ist die Erfolgswahrscheinlichkeit bei 10-maligem Hintereinanderausfiithren
bereits

1— % > 0.999%

Koénnen die zufélligen Parameter nur endlich viele Werte annehmen (insbesondere ist
dann die Zufallsverteilung der Parameterwahlen diskret), dann liefert das Ausfiithren des
Algorithmus mit allen méglichen Parameterwahlen einen derandomisierten (determinis-
tischen) Algorithmus. Allerdings vervielfacht sich dabei natiirlich die Laufzeit (i.d.R.
um einen inakzeptablen exponentiellen Faktor), d. h. der Algorithmus ist dann ggf. nicht
mehr polynomial (in unserem Fall aber schon!).

Markov-Ungleichung. Ist X eine reellwertige, nichtnegative Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert E und a > 1, dann gilt

P(X >aE) <

SHE



e-diskretisierte Euklidische TSPs

d(v,w) bezeichne die Euklidische Distanz zwischen zwei Punkten v,w € R2. Zunichst
iiberlegt man sich, dass es reicht, ein PTAS fiir Euklidische T'SPs mit speziellen, diskreten
Eigenschaften anzugeben.

Definition (e-diskretisiertes Euklidisches TSP). Sei ¢ > 0 gegeben. Ein Euklidi-
sches TSP, definiert durch eine Punktemenge V C R2, |V| = n heifit e-diskretisiert, falls
qgilt:

(a) Alle Punkte in V haben ganzzahlige und ungerade Koordinaten;
(b) max, ey d(v,w) < 64771 + 16;

(c) min, ey d(v,w) > 8. A

Offenbar gilt: V e-diskretisiert = V &’-diskretisiert fiir jedes &’ < ¢.

Satz. Angenommen es gibt ein PTAS fiir e-diskretisierte Euklidische TSPs (d. h. es gibt
einen Algorithmus, der fir jedes € > 0 und jedes e-diskretisierte Fuklidische TSP in
polynomialer Zeit (in |V'|) eine Tour mit Giite 1+¢ liefert). Dann gibt es auch ein PTAS
fiir beliebige Euklidische TSPs. A

Beweis. Sei V C R?, |V| = n > 3, sowie ¢ > 0 gegeben. Dann miissen wir eine Tour
durch V' mit Giite 1 4 € berechnen kénnen.
Setze L := max, ey d(v, w) und definiere eine modifizierte Instanz durch

v { (1o ) o e v

V' enthilt hochstens so viele Punkte wie V' (einige konnten beim Runden zusammenfal-
len) und es gilt (wilde Rechnerei):

max d(v,w) < gdn + 16.
v,weV’ IS

() und gelten offensichtlich fiir V/, d.h. V' ist e-diskretisiert und damit auch ¢/2-

diskretisiert. Nach Annahme kénnen wir jetzt eine Tour 7" finden mit ¢(T") < (1+¢/2) -

c(Typt), wobei Ty eine optimale Tour von V' ist. Aus 7" kann man eine Tour 7" durch

V' konstruieren, mit Gesamtkosten (noch mehr Rechnerei)

o(T) < (C(?) + 2n> %ﬁ.

Auferdem gilt fiir eine optimale Tour Top¢ durch V' (&hnliche Rechnerei):

C(T(;pt) S 8 <§‘7[’L/ C(Topt) + 2”) und C(Topt) 2 2L



Insgesamt bekommt man (fiir e < 4):

o(T) < %’ ((1 + g) (Szc(Topt) + Qn) + Qn)
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9 A 16 C(Tom) < (1+¢) C(Tom) U

Notationen und Hilfssatze

Der Satz im letzten Abschnitt stellt sicher, dass wir nur noch e-diskretisierte Euklidi-
sche TSPs betrachten miissen, fiir gegebenes € > 0. Aufserdem kann man natiirlich eine
gegebene Instanz beliebig als ganzes verschieben ohne dass sich die Langen von Touren
andern, d.h. wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass alle Punkte unseres ge-
gebenen e-diskretisierten Euklidischen TSP im Quadrat [0,27] x [0,2"] liegen, wobei
N :=[log L] + 1 mit L = max, ey d(v,w) ist. Beachte: Unter diesen Voraussetzungen
ist N e O(log 2), wegen ([b).

Der Algorithmus berechnet (mittels dynamischer Programmierung) Touren in Teil-
quadraten des Ausgangsquadrats und setzt diese dann zusammen. Dazu definieren wir
verschieden feine Unterteilungen des Ausgangsquadrats. Im Folgenden bezeichne ¢ =
1,..., N — 1 jeweils die Ebene der Unterteilung. Setze

X, ={{(z, k-2 o<z <2V} [k=0,...,2' - 1},
Yi={{G-2" "y 0<y<2¥}[j=0,....2" -1},

G; =X, UY,.
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Die Elemente von G; \ Gi—1 (mit Gp := 0) sind die Linien auf Ebene i und sie teilen das
Gesamtquadrat in 2¢ - 2! = 2% Regionen auf.



In Wirklichkeit betrachten wir das eben definierte Gitter, allerdings um einen (spéter
zufilligen) Vektor verschoben: Sind a,b € {0,2,...2" — 2}, dann setze
x® .= {{(z,y +bmod 2V) | (z,y) € £} | £ € X;},
Y = {{(z+amod 2V,y) | (z,y) € £} | L € Y;},

G = xP vy,
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Die 2% Regionen der Ebene i sind dann

R, = {(w, ) €10,2Y) x [0,2V) | (@ —a — j - 2¥) mod 2V < 2N,

(y—b—k-2Y") mod 2V < 2’”},

und diese partitionieren, zusammen mit den Linien in Gl(-a’b) das Anfangsquadrat. Beob-
achtungen:

e Das (letzte) Gitter auf Ebene N — 1 héngt nicht von a und b ab: Gg\‘;f)l = Gpn_1
fiir alle a, b.

e Auf Ebenen i < N — 1 konnen Regionen aus zwei oder vier disjunkten Teilen
bestehen.

e Kein Punkt des e-diskretisierten Euklidischen TSP liegt auf irgendeiner Linie (weil
die Linien immer gerade y- bzw. z-Koordinaten haben).

e Jede Region auf Ebene IV — 1 ist ein Quadrat mit Seitenldnge 2 und enthélt héchs-
tens einen Punkt des e-diskretisierten Euklidischen TSP.

Im Algorithmus wird rekursiv ein Baum der Regionen aufgebaut, die Punkte aus V' ent-
halten, und fiir jeden Knoten dieses Baums muss ein Teilproblem gel6st werden. Zunéchst
kommen aber noch zwei Lemmas, die im weiteren niitzlich sind.

Fiir einen Polygonzug T' (z.B. eine Tour) und ein Streckensegment ¢ (z.B. eine Linie
in G;) bezeichnen wir mit cr(7,¢) die Anzahl der Uberkreuzungen von 7' und /. Beachte:
cr(T,0) kann i. A. grofer sein als die Anzahl der Schnittpunkte.



Lemma (Kreuzungslemma). Sei Top eine optimale Tour eines e-diskretisierten Eu-
klidischen TSP, gegeben durch V C [0,2N]2. Dann gilt

D> er(Topt, ) < e(Topt).
leGn_1 A

Beweis. Betrachte eine Kante e von Top¢ mit Lange c., sowie horizontalem (bzw. ver-
tikalem) Abstand der Endpunkte = (bzw. y). Linien der Ebene N — 1 haben Abstand 2
voneinander und werden daher von e maximal § + 1 + § + 1 oft geschnitten.
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Wegen = + y < v/2¢c. (Pythagoras und binomische Formel) und ¢, > 8 (die Instanz ist
e-diskretisiert) folgt

2
Z cr(e, l) < x—;—y+2 < {664—2 < Ce.

leGpn_1
Summieren iiber alle Kanten der Tour 75 ergibt:

Z cr(Tops, £) < Z Ce = c(Topt)-

eGn_1 €€Topt O

Wir brauchen noch ein Lemma, das es erlaubt, bestimmte Touren nach bestimmten
Regeln zu modifizieren.

Lemma (Patching-Lemma). Sei T eine Tour fir ein Euklidisches TSP, gegeben durch
V C R?, und ¢ ein Streckensegment der Linge s, das keinen Punkt von V' enthdlt. Dann
gibt es eine Tour T' fir V mit ¢(T") < ¢(T) + 65, die £ hochstens zweimal kreuzt. A

Beweis. Angenommen, T schneidet £ mit k£ > 3 Kanten eq, ..., ex. Wir unterteilen jede
dieser Kanten durch zwei neue Punkte p;, ¢;, 1 < i < k, die auf verschiedenen Seiten,

aber sehr nahe an / liegen.
\ es 6\’“
el “ee
P P2 / Pk
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Setze t := [(k—1)/2], d.h. 2t = k — 1 falls k ungerade ist und 2t = k — 2 falls k gerade
ist. Nun konstruieren wir eine neue Tour T’ folgendermafen:

1. Entferne alle Teilstiicke zwischen p; und ¢; fiir 1 < i < 2t.

2. Fiige eine neue kiirzeste Tour innerhalb der Punkte pi,...,pr und ein minimales
perfektes Matching innerhalb der Punkte p1, ..., po; hinzu.

3. Fiige eine neue kiirzeste Tour innerhalb der Punkte ¢i,...,q; und ein minimales
perfektes Matching innerhalb der Punkte ¢y, ..., g2 hinzu.

4. In dem so entstehenden Eulerschen Graphen (aufgrund der hinzugefiigten Mat-
chings haben alle Knoten geraden Grad!) kann man jetzt eine Tour durch die
Punktmenge V U {p1,...,pr} U{q1,...,q} finden.

5. Durch Abkiirzen in der im letzten Schritt gefundenen Tour in den p; und ¢; ergibt
sich die neue Tour 7" fiir V.

Die Kantengewichte der zwischenzeitlich neu hinzugefiigten Strecken werden natiirlich
jeweils geméf Fuklidischen Distanzen gesetzt. Aufgrund der Wahl der Punkte sind die
Gesamtlangen der hinzugefiigten Touren durch die p; bzw. ¢; héchstens 2s und die Ge-
samtléngen der Matchings hochstens s. Insgesamt sind also Kanten vom Gesamtgewicht
hochstens 6s hinzugefiigt worden, und das Gesamtgewicht wird in den letzten beiden
Schritten allenfalls verringert. Die so konstruierte Tour 7" schneidet dann ¢ hoéchstens
noch in den Kanten e;_1 und ej, (falls k gerade war) bzw. ey (falls £ ungerade war). O

Aroras Algorithmus funktionert so, dass eine Tour durch V', plus weitere Punkte ge-
funden wird, die (wahrscheinlich) die gewiinschte Giiteschranke einhélt. Die zusétzlichen
Punkte sind so gewéhlt, dass daraus eine (die tatséchlich gesuchte) Tour durch V' kon-
struiert werden kann. Dazu fiihren wir zunéchst noch ein paar Abkiirzungen und Bezeich-
nungen ein, bevor wir den zentralen Satz, der alles zum laufen bringt, und schliefslich den
Algorithmus selbst angeben.

Wir setzen 26 6
C:=7+ [-‘ und P:—N[—‘ .
€ €

Fiir eine horizontale Linie ¢ € Gga’b) auf Ebene i (die ,,k-te von b aus gesehen*) nennen
wir die Punkte

hon : /
((a—i—FQN”) mod 2V, (b + k- 2V7") mod 2N) ,  h=0,...,P-2

die Portale auf £. Analog definiere Portale auf vertikalen Linien in Gga’b). Auf einer Linie
auf Ebene i liegen also insgesamt P - 2' + 1 Portale gleichméfig verteilt, so dass zwei
benachbarte Portale Abstand 2V~'/p voneinander haben.

Eine Steiner-Tour ist ein Streckenzug (der sich auch iiberkreuzen kann) in [0,2V]?,
(a,b)
i
Portalen schneidet. Eine Steiner-Tour heif leicht, wenn sie fiir jedes ¢ und jede von Gz(-a’b
definierte Region R jede begrenzende Kante von R hoéchstens C' mal schneidet.

fir alle ¢ nur in

)

der alle Punkte von V enthélt, und der sich mit den Linien in G



Satz (Arora 1998). Sei cin e-diskretisiertes Euklidisches TSP durch V. C [0,2V]? de-
finiert und Topy eine optimale Tour. Sind a,b € {0,2,. .. 2N — 2} zufillig gewdhlt, dann
existiert mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 eine leichte Steiner-Tour T mit Gesamt-
linge c¢(T) < (14 ¢€)c(Topt)- A

Beweis. Wir konstruieren eine Steiner-Tour aus Typ¢ auf folgende Weise. Zunéchst wird
an jedem Kreuzungspunkt von 7p,; mit irgendeiner der Linien aus Gy_1 ein zusétzli-
cher Punkt definiert. Anschliefend wird jeder dieser zusétzlichen Punkte in das jeweils
nachstliegende Portal verschoben. Daraus ergibt sich eine Steiner-Tour 7", fiir die man die
erwartete Verldngerung gegeniiber Ty, folgendermafen abschétzen kann: Sei £ irgendeine
Linie aus G n_1 zufillig (gleichverteilt) gewahlt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ¢
auf Ebene i ist, gleich
p(,7) = { 20N falls i > 1

v 227N fallsi =1

und jeder Zusatzpunkt muss um hochstens 2V7° /2P verschoben werden, um in einem
Portal zu landen. Damit ist die erwartete Verldngerung hochstens

N-1 2N—i 9 N—-1 1
Z Z p(£, i) cr(Topt, £) - 2 - 55 = Z <P cr(Topt, ) + Z B cr(Topt, f))
ZGGN_l =1 ZEGN—I =2
N
= Z 5 cr(Tops, £).
leGpn_1

Als nachstes benutzen wir das Patching-Lemma, um die Steiner-Tour T” zu einer leich-
ten Steiner-Tour zu machen. Fiir alle i = N —1,...,1 (in dieser Reihenfolge) wenden wir
das Lemma zunéchst auf alle horizontalen Linienstiicke zwischen den Schnittpunkten auf
Ebene ¢ an, die von 77 mehr als C' — 4 mal geschnitten werden; danach auf alle vertika-
len Linien in der gleichen Weise. Nach jeder Anwendung des Patching-Lemmas wird das
entsprechende Linienstiick nur noch zwei- oder viermal (falls es zu einer unzusammenhén-
genden Region gehort) geschnitten. Wahrend der gesamten Prozedur kénnten allerdings
neue Schnittpunkte hinzugekommen sein, um die wir uns aber spéter kiimmern.

Die Anzahl der Anwendungen des Patching-Lemmas auf eine Linie £ ist hochstens

CI‘(TOpt, Z)
c—-17 "7

denn bei jeder Anwendung verringert sich die Anzahl der Kreuzungen um mindestens
C—3—4=C-7. Bezeichnet a(¢,i) die Anzahl der Anwendungen des Patching-Lemmas
auf die Linie ¢ in der i-ten Iteration des obigen Vorgehens (beachte: «(¢,i) = 0 falls
¢ auf einer hoheren Ebene liegt als der i-ten), dann kann man die Verlingerung der
Steiner-Tour durch die Anwendung auf ¢ abschétzen durch

N-1

> aei)- 6.2V

=1



Auferdem ist
N—1

. CI‘(TOpt,E)
; a(ﬂ,z) S ﬁ,

so dass die erwartete Verlangerung bei der am Ende entstehenden Tour T" héchstens

N-—1
D Dpt))y alti) 628 = N7 62 (£,9) 2N’ZMJ

teGn -1 j=1 1>] teGn-1 =1
i cr(Topt, £)
t
g 12 g a(l,1) E 12 Op ’
EGGN 1 =1 ZGGN 1
ist.

Nach Abschluss des Verfahrens oben wird jede Kante einer Region hochstens C — 4
mal von T gekreuzt — wobei allerdings die zusétzlich entstehenden Kreuzungen nicht
mitgerechnet sind. Man kann aber fiir jede Kante einer Region alle solche Kreuzungen
entfernen, ohne die Tour zu verlangern, bis auf hochstens 4 (maximal zwei an jedem Ende
der Kante), so dass am Ende tatséchlich eine leichte Steiner-Tour entsteht.

Schlieklich ergibt sich (unter Verwendung des Kreuzungslemmas) fiir die erwartete
Verlangerung E bei der konstruierten Tour gegeniiber der Ausgangstour Tjps:

£ Y Neampns Y 120000

ZEGNfl ZGGN 1
N 12 e € €
< c(Topt) <P to-7 7) < c(Topt) <6 + g) = c(Topt) - 5

Aus der Markov-Ungleichung folgt nun: die Wahrscheinlichkeit, dass die Originaltour um
héchstens ¢(Topt) - € verldngert wird, ist mindestens 1. O

Algorithmus

Aroras Algorithmus berechnet nun eine optimale Steiner-Tour und wandelt diese durch
Abkiirzen in eine Tour durch die Punkte von V' um. Das Verfahren funktioniert mittels
dynamischer Programmierung, d. h. das zu l6sende Gesamtproblem wird in Teilprobleme
zerlegt, die rekursiv gelost werden und deren Losungen dann zusammengesetzt werden.
Jedes Teilproblem ist dabei definiert durch

e cine Region R eines durch Linien in Gga’b), 1 <¢ < N — 1 definierten Gitters,

e cine Menge A von Portalen auf dem Rand von R, so dass |A| gerade ist und hochs-
tens C' Portale aus A auf jeder Randkante von R liegen,

e cin perfektes Matching M im vollstandigen Graphen mit Knotenmenge A. (Fiir
unzusammenhingende Regionen R diirfen Kanten zwischen Portalen aus verschie-
denen Komponenten nicht in M vorkommen.)



Eine Losung eines solchen Teilproblems besteht aus einer Menge {P,. | e € M}, wobei
jedes Py, .y ein Polygonzug in R zwischen den Portalen v, w € A ist, so dass jeder Punkt
aus V N R auf genau einem dieser Polygonziige liegt. Eine Losung ist optimal, wenn die
Summe der Léngen der Polygonziige minimal ist.

Algorithmus (von Arora).

Eingabe: e-diskretisiertes Euklidisches TSP V' C [0,2"]? und eine Schranke ¢ > 0
Ausgabe: Tour durch V

1. Initialisierung.
Wihle a und b zufillig gleichverteilt aus {0,2,...,2Y —2}.
Setze Ro := {([0,2V]%,V)}.

2. Aufbau des Baums der Teilregionen.
Firi=1,...,N —1:

2.1. Setze R; := 0.

2.2. Fiir jedes (R,VR) € R;—1 mit Vg > 2:
Initialisiere die vier durch Gga’b) gebildeten Teilregionen Ry, ..., R4 von R, setze
Ri =R;U {(Rl, Ve N Rl), RN (R4, Ve N R4)}.

3. Losung der Teilprobleme.
Firi=N-1,..., 1
Fiir jedes (R, VR) € R; 16se alle Teilprobleme beziiglich der Region R:

3.1. Falls |Vg| < 1: Finde und speichere die optimale Losung fiir jede mogliche Wahl
von A und M durch Enumeration.

3.2. Andernfalls: Setze fiir jede mogliche Wahl von A und M die Losung aus den
(bereits berechneten) optimalen Losungen der Teilprobleme fiir die Teilregionen
von R zusammen.

4. Berechnung einer Gesamt-Steiner-Tour
Setze eine optimale leichte Steiner-Tour aus den Losungen der vier Teilprobleme
des Startquadrats zusammen.

5. Berechnung einer Tour durch V
Berechne eine Tour durch V' durch Weglassen der Portale. A

Satz. Aroras Algorithmus berechnet eine Tour durch V , die mit Wahrscheinlichkeit min-
destens 1/2 eine Giitegarantie von 1 + ¢ hat. Die Laufzeit ist in O(n(logn)®), wobei
c € O(1/e) nicht von n abhdngt. A

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus dem Satz von Arora. Es bleibt noch die Lauf-
zeit abzuschétzen. Dazu miissen wir abschitzen wieviele Regionen insgesamt abgearbeitet
werden miissen und wieviel Aufwand dazu in jeder Region betrieben werden muss.



Literaturverzeichnis

Betrachte zunichst den Baum aller Regionen mit Wurzel ([0,2V]2,V). Jeder Baum-
knoten (R, Vg) € R; hat entweder 0 oder 4 Kinder, die alle Elemente von R, sind und
die Tiefe des Baums ist hochstens N — 1 (d.h. er hat hochstens N Ebenen). Sei S die
Menge der Baumknoten, die 4 Kinder haben, welche alle Blatter sind. Die zugehorigen
Regionen von S sind paarweise disjunkt und enthalten jeweils mindestens 2 Punkte aus
V. Daraus folgt [S| < §. Weiterhin ist jeder Baumknoten, der kein Blatt ist, ein Vorgéin-
gerknoten von mindestens einem Knoten aus S; demnach gibt es héchstens N - & innere
Knoten und deshalb hochstens %N n Knoten insgesamt, also Regionen, fiir welche die
Teilprobleme gel6st werden miissen.

Fiir eine gegebene Region ist die Anzahl der Teilprobleme kleiner als (P 4 2)¢(4C)!,

was aus
P+l o
Z() < (P+2)°
7

i=0

und der Tatsache folgt, dass es weniger als (4C)! verschiedene perfekte Matchings gibt
(sehr grobe Abschétzung). Jedes Teilproblem, dessen Region einen Punkt enthélt (also
das in Schritt abgearbeitet wird) kann in Zeit O(C') gelost werden. Fiir Schritt
miissen insgesamt (P + 2)4¢(8C)! Moglichkeiten, die Lésungen der Teilregionen zu-
sammenzusetzen, ausgewertet werden, was dank der bereits gespeicherten Teillosun-
gen jeweils in konstanter Zeit geht. Fiir jede Region belduft sich also der Aufwand auf
O((P +2)8¢(40)!(80)!).

Alles in allem ergibt sich damit, wegen N € O(logn/e), C € O(1/c) und P € O(N/e),
eine Gesamtlaufzeit des Algorithmus in

o(gNn (P + 2)80(80)120) ~0 (n(log n)0<1/6>0(1/5)0<1/8>) .

Die Derandomisierung des Algorithmus erfolgt nun einfach durch Ausfiihren mit allen
moglichen Wahlen von a und b. Dafiir gibt es insgesamt 2VV-2V = 22N Moglichkeiten, d. h.
(wegen N € O(logn/e)) der (randomisierte) Algorithmus muss O(7°/e2) oft ausgefiihrt
werden, so dass der derandomisierte Algorithmus polynomial bleibt.

Korollar. Es gibt ein polynomiales Approximationsschema fiir Euklidische TSPs. Ge-
nauer gesagt: Fir jedes Euklidische TSP und jedes € > 0 kann eine Tour mit Giitegarantie
(1+ ¢) in Laufzeit O(n3(logn)®) (mit ¢ unabhingig von n) berechnet werden. A
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