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Vorwort

Bei dem vorliegenden Skript handelt es sich um die Ausarbeitung der vierstiindigen
Vorlesung , Einfithrung in die Lineare und Kombinatorische Optimierung* (mit zugehori-
gen Ubungen und Tutorien), die die grundlegende Vorlesung des dreisemestrigen Zyklus
,Algorithmische Diskrete Mathematik* bildet. Diese Vorlesung wurde von mir im Win-
tersemester 20012/13 zusammen mit Benjamin Hiller an der TU Berlin gehalten, der
auch an der Ausarbeitung des vorliegenden Vorlesungsskripts beteiligt war.

Das erste Ziel dieser Vorlesung ist, das Versténdnis fiir Fragestellung der mathemati-
schen Optimierung und deren Anwendungen zu wecken und das Vorgehen bei der ma-
thematischen Modellierung von Optimierungsproblemen aus der Praxis kennenzulernen.
Das zweite und wichtigere Ziel ist die Einfiihrung in die Methoden zur Losung derar-
tiger Probleme. Die erste Vorlesung des Zyklus vermittelt Grundlagen der Theorie der
Graphen und Netzwerke sowie der linearen, kombinatorischen und ganzzahligen Opti-
mierung. Hierbei wird auf algorithmische Aspekte besonderer Wert gelegt.

Grundkenntnisse der linearen Algebra werden vorausgesetzt, die aus der diskreten Ma-
thematik (vornehmlich Graphentheorie) benétigten Begriffe und Grundlagen werden in
der Vorlesung vorgestellt.

In der Vorlesung werden insbesondere kombinatorische Optimierungsprobleme behan-
delt, die sich graphentheoretisch formulieren lassen, wobei vornehmlich Probleme un-
tersucht werden, die mit Hilfe polynomialer Algorithmen gelést werden kénnen. Hierzu
gehort natiirlich eine Einfiihrung in die Komplexitétstheorie (die Klassen P und NP, NP-
Vollsténdigkeit). Es werden gleichfalls einige Heuristiken und Approximationsverfahren
fiir ,schwere* Probleme vorgestellt sowie Methoden zu deren Analyse. Mit der Darstellung
des Simplexalgorithmus und einiger seiner theoretischen Konsequenzen (Dualitétssatz,
Sétze vom komplementéren Schlupf) beginnt die Einfiihrung in die lineare Optimierung,
wobei auch bereits einige Aspekte der ganzzahligen Optimierung behandelt werden.

Es gibt kein einzelnes Buch, das den gesamten, in dieser Vorlesung abgehandelten
Themenkreis abdeckt. Daher sind in die einzelnen Kapitel Literaturhinweise eingearbeitet
worden. Hinweise auf aktuelle Lehrbiicher, die als Begleittexte zur Vorlesung geeignet sind
finden sich auf der zur Vorlesung gehorigen Webseite:

http://www.zib.de/groetschel/teaching/WS1213/Lecture-WS1213-deutsch.html

Die vorliegende Ausarbeitung ist ein Vorlesungsskript und kein Buch. Obwohl mit der
gebotenen Sorgfalt geschrieben, war nicht geniigend Zeit fiir das bei Lehrbiichern not-
wendige intensive Korrekturlesen und das Einarbeiten umfassender Literaturhinweise.
Die daher vermutlich vorhandenen Fehler bitte ich zu entschuldigen (und mir wenn mog-
lich mitzuteilen). Das Thema wird nicht erschopfend behandelt. Das Manuskript enthélt
nur die wesentlichen Teile der Vorlesung. Insbesondere sind die Schilderungen komple-
xer Anwendungsfille, der Schwierigkeiten bei der Modellierung praktischer Probleme,
der Probleme bei der praktischen Umsetzung und die Darstellung der Erfolge, die in
den letzten Jahren beim Einsatz der hier vorgestellten Methodik in der Industrie erzielt
wurden, nicht in das Skript aufgenommen worden.

Martin Grotschel


http://www.zib.de/groetschel/teaching/WS1213/Lecture-WS1213-deutsch.html
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1 Einfiihrung

1.1 Einfithrendes Beispiel

Ein Unternehmen produziert am Standort A ein Gut, das es mit der Bahn zu den Stad-
ten B, C' und D transportieren mochte. Genauer, es werden wochentlich 6 Waggons
benétigt, von denen 2 nach B, einer nach C sowie 3 nach D beférdert werden miissen.
Auf Anfrage des Unternehmens nennt die Bahn die maximalen wochentlichen Beférde-
rungskapazititen (in Waggons) sowie die Kosten pro Waggon, siche Tabelle .

Um sich die Situation zu veranschaulichen, macht der verantwortliche Planer eine
Zeichnung der im Netz moglichen Verbindungen, ihrer Kapazititen, sowie ihrer Kos-
ten, siche Abbildung[1.1] Diese Abbildung représentiert einen gerichteten Graphen (auch
Digraph genannt) D = (V, A), der aus Knoten V und Bdgen (auch gerichtete Kanten
genannt) A C V x V besteht, wobei die Bogen die Knoten miteinander verbinden. Die
Knoten entsprechen dabei den Stadten A, B, C und D, die Bégen den moglichen Verbin-
dungen zwischen diesen Stddten. Zusétzlich zu dieser Information enthélt der Graph in
Abbildung weitere Daten, die abstrakt als Bogengewichte bezeichnet werden und je-
dem Bogen gewisse von der jeweiligen Fragestellung abhédngige Werte zuordnen. Konkret
haben wir die Bogengewichte I: A — R4, u: A — Ry und ¢: A — Ry, die jeweils die
Mindestzahl der Waggons pro Woche (hier immer 0), maximale Anzahl der Waggons pro
Woche sowie Kosten pro Waggon auf jeder Verbindung angeben. (Die ,Benamung“der
Variablen und Daten erfolgt entsprechend dem iiblichen Vorgehen in der englischsprachi-
gen Literatur; ,,V* steht fiir ,yertices®, ,,A“ fiir jarcs®, I und ,,u" fiir ,Jower bound* und
supper bound®, ;¢ fiir ,cost” usw.)

Der Planer mochte nun die kostengilinstigste Moglichkeit bestimmen, die 6 Waggons
zu ihren Zielorten zu transportieren. Dies ist ein typisches Problem der kombinatorischen
Optimierung, welche sich (ganz allgemein formuliert) damit beschéftigt, aus einer end-
lichen Menge, deren Elemente ,Losungen“ genannt werden und die bewertet sind, eine

Verbindung maximale Anzahl Waggons pro Woche Kosten pro Waggon

A nach B 4 5
A nach C 3 1
B nach C 2 2
B nach D 3 2
C nach D 4 1

Tabelle 1.1: Kapazitdten und Kosten der Verbindungen im Bahnnetz.
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Abbildung 1.1: Beispielproblem als gerichteter Graph. Die Zahl an einem Knoten gibt
an, wieviele Waggons dort bereitgestellt werden (positiv) bzw. wieviele
Waggons angeliefert werden (negativ). Zahlen oberhalb eines Bogens ge-
ben die Transportkosten pro Waggon, Intervalle unterhalb eines Bogens
die Kapazititen der Verbindung an.

beste Losung auszusuchen. Die in der kombinatorischen Optimierung auftretenden Pro-
bleme sind in der Regel ,strukturiert”. In unserem Fall ist eine Grundstruktur durch einen
Digraphen und die Funktionen [, u und ¢ gegeben. Die Menge der Losungen, iiber die
optimiert werden soll, besteht aus der Menge aller mdglichen Transporte von A zu den
Zielen B, C' und D. Kombinatorische Optimierungsprobleme kénnen durch Enumeration
aller Losungen gelost werden. Dies ist vielleicht in diesem Beispiel, aber im Allgemei-
nen keine gute Idee. In der Vorlesung geht es u.a. darum, mathematische Methoden zu
entwickeln, um deartige Probleme (einigermafen) effizient zu losen.

In unserem Beispiel iiberlegt sich nun der Planer, dass er lediglich entscheiden muss,
wieviele Waggons auf jeder der 5 Verbindungen beférdert werden sollen. Dazu fiihrt er die
Variablen fap, fac, fec, fep und fop ein. , f“ steht fiir ,flow* oder ,,Fluss“. Er iiberlegt
sich, dass jede der Variablen mindestens den Wert 0 haben muss und nicht gréfer als die
von der Bahn vorgegebene Kapazitdtsgrenze sein darf. Auferdem notiert er sich, dass
jede Variable nur ganzzahlige Werte annehmen kann. Insgesamt gelangt er so zu den
Bedingungen

fap €Z, 0< fap <4,
fac €Z, 0< fac <3,
fec €7, 0< fpc <2,
fep€Z, 0< fgp <3,
fep €7, 0< fep <4

Mit diesen Variablen konnen die Gesamtkosten eines Transportes leicht als

5fap + fac +2fec +2fBp + fcp

dargestellt werden, und das Ziel ist, diese Gesamtkosten so gering wie mdglich zu halten.
Deswegen spricht man hier auch von der Zielfunktion (englisch: objective function). Nun
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muss der Planer noch die Bedingungen festlegen, die den gewiinschten Transport von A
nach B, C und D beschreiben. Zunéchst miissen 6 Waggons A verlassen, was sich als
Gleichung

faB+ fac =6

schreiben lasst. Von den Waggons, die in B ankommen, sollen 2 dort verbleiben und der
Rest weiter nach C' und D fahren:

fap =2+ fec+ fBD-

Analog kénnen auch die Bedingungen in C' und D formuliert werden.
Insgesamt hat der Planer nun folgende mathematische Formulierung vorliegen:

min 5fap + fac + 2fpc +2fBp + fep (1.1a)
faB +fac =6 (1.1b)
—faB +fBc +fBD =-2 (1.1c)
~fac —frc +fep = —1 (1.1d)

—fep —fep=-3 (1.1e)

0< faB <4 (1.1f)
0< fac <3 (1.1g)
0< fBc <2 (1.1h)
0< IBD <3 (1.1i)
0< fep <4 (1.15)
fa, fac. fec, [fBpD, fep €Z (1.1k)

Ein Optimierungsproblem dieser Art, in dem alle Variablen ganzzahlig alle Nebenbe-
dingungen lineare Gleichungen oder Ungleichungen sind, und dessen Zielfunktion eben-
falls linear ist, heifst Ganzzahliges Lineares Programm oder als englische Abkiirzung kurz
ILP (oft auch nur IP, wenn aus dem Kontext klar ist, dass Nebenbedingungen und Ziel-
funktion linear sind). Sind alle Variablen kontinuierlich, so spricht man von einem Linea-
ren Programm oder kurz LP. Zum Beispiel ist das Optimierungsproblem f
ein LP.

Um nun eine optimale Transportvariante zu bestimmen, beschliefst der Planer, die
Ganzzahligkeitsbedingungen zunéchst zu ignorieren, da dann nur ein lineares Glei-
chungssystem mit Variablenschranken {ibrig bleibt. Dem Planer féllt auf, dass die vier
Gleichungen bis linear abhangig sind, weil sie sich zu 0 summieren. Man
kann sich leicht iiberlegen, dass eine beliebige Gleichung gestrichen werden kann und die
verbleibenden drei Gleichungen linear unabhéngig sind. Wie wir aus der Linearen Alge-
bra wissen, ist dann der Lésungsraum des Gleichungssystems ein 2-dimensionaler affiner
Unterraum des R°. Mithilfe des Gauss-Algorithmus berechnet der Planer folgende Para-
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metrisierung dieses Unterraums:

faB 6 -1 0
fac 1 -1 1
fec|l=13+s| 0 |[+t]-1]. (1.2)
IBD 0 1 0
fep 0 0 1

Aus der Parametrisierung ([1.2)) und den Schranken ([1.1f)) bis (|1.1j]) leitet der Planer
das folgende LP her:

min —6s + ¢ (1.3a)
—st>—1 (1.3b)
—sHt<1 (1.3¢)
2<s<3 (1.3d)
0<t<3. (1.3¢)

Dieses LP ist ,dquivalent” zu LP f in folgendem Sinn: Es gibt eine bijektive
Abbildung zwischen den Losungsraumen der beiden LPs, die mit den durch die Zielfunk-
tionen gegebenen Ordnungen kompatibel ist. Mit anderen Worten: Jede Optimallsung
von LP entspricht genau einer Optimallésung von LP f und umgekehrt.
Daher gentigt es, das LP zu l6sen.

Dain LP (1.3)) nur zwei Variablen vorkommen, kann man die zuléssige Menge aller Paa-
re (s,t), die alle Bedingungen erfiillen, graphisch darstellen (siche Abbildung . Aus
dieser Abbildung kann man direkt die optimale Losung ablesen: Die optimale Lésung ist
derjenige Punkt der grauen Fliche, der am weitesten in der dem Zielfunktionsvektor ent-
gegengesetzten Richtung liegt (weil minimiert wird). Im Beispiel ist dies der Punkt (3, 2),
der der Losung fap =3, fac =3, fec =0, fsp =1, fop = 2 entspricht. Da alle Werte
ganzzahlig sind, ist der Planer zufrieden und kommuniziert den enstprechenden Plan dem
Bahnunternehmen.

Ist es immer so, dass bei ganzzahligen Problemdaten ein lineares Programm eine Op-
timallésung besitzt, die ganzzahlig ist? Natiirlich nicht! Und deswegen geht unsere Story
weiter: Nach einigen Tagen bekommt der Planer von der Bahn den Bescheid, dass die
Waggons so leider nicht beférdert werden konnen, weil die Kapazitidt des Rangierbahnhofs
in C' nicht ausreicht. Die Bahn beschreibt die Kapazitatsbeschrankung des Rangierbahn-
hofs genauer und der Planer bekommt die zusétzliche Bedingung

2fac + feo <5,
die er via (|1.2)) in die dquivalente Bedingung
s+t<4 (1.4)

tibersetzt. Das resultierende LP (1.3]) mit der zusétzlichen Ungleichung (|1.4) hat nun kei-
ne ganzzahlige Optimallosung mehr (siehe Abbildung; die Optimallosung ist (2.5, 1.5)
bzw. fap = 3.5, fac = 2.5, fee =0, fep = 1.5, fcp = 1.5 im Originalproblem.
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=~~~ Zielfunktion

A R R

Abbildung 1.2: Graphische Darstellung des Optimierungsproblems . Die graue Men-
ge ist die Menge der zuldssigen Losungen. Der gestrichelte Pfeil zeigt die
Richtung, in der die Zielfunktion ansteigt. Die gepunktete Ungleichung
entspricht der zusétzlichen Kapazititsbedingung der Bahn.

Schluss, Variante 1: Der Planer ist nun mit seinem Schulwissen am Ende und fragt
seinen Freund, einen Mathematiker, um Rat. Dieser empfiehlt ihm, sein Problem mit der
Software SCIP (siehe http://scip.zib.de) zur Losung ganzzahliger Optimierungspro-
blems zu 16sen. Damit findet der Planer die neue Losung fap = 4, fac = 2, fpc = 0,
fBp =2, fop = 1, mit der nun auch die Bahn einverstanden ist.

Schluss, Variante 2: Der Planer schaut sich die zuldssige Menge in Abbildung[I.2]genau
an und stellt fest, dass nur die ganzzahligen Punkte (2,1) und (2,2) zuléssig sind. Er
wéahlt den billigeren der beiden und gelangt zu der neuen Loésung fap = 4, fac = 2,
fBc =0, fsp =2, fop = 1, mit der nun auch die Bahn einverstanden ist.

Die vorliegende Einfiihrung ist natiirlich ,nur* ein didaktisches Beispiel. Wir haben
gezeigt, wie man aus einer praktischen Fragestellung (die wir so vereinfacht haben, dass
ihre Losung graphisch gefunden werden kann), ein mathematisches Problem erstellt. Man
nennt solch ein Vorgehen mathematische Modellierung. Es ist keineswegs so, dass jedem
praktischen Problem ein eindeutiges mathematisches Modell entspricht. Es gibt viele un-
terschiedliche Modellierungsmethoden. Fiir welche man sich entscheidet, ist eine Frage
des Geschmacks, der Vorbildung, oder der Algorithmen, die zur Losung der mathemati-
schen Modelle verfiighar sind. Ein einfaches Beispiel ist die Modellierung einer ja/nein-
Entscheidung: Wir méchten ausdriicken, dass eine reelle Variable x nur die Werte 0 oder 1
annehmen darf (x = 0 entspricht ,nein“, z = 1 entspricht ,ja“). Das kénnen wir z. B. auf
die folgenden Weisen erreichen:

o xc{0,1},

e 0<z<1l,xeZ,


http://scip.zib.de
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e I =Xx".

Welche Modellierung sinnvoll ist, kann man nicht grundsétzlich entscheiden. Die Wahl
des Modells hangt vom gewahlten Gesamtmodell und der geplanten algorithmischen Vor-
gehensweise ab.

1.2 Optimierungsprobleme

Wir wollen zunéchst ganz informell, ohne auf technische Spitzfindigkeiten einzugehen,
mathematische Optimierungsprobleme einfiihren. Sehr viele Probleme lassen sich wie
folgt formulieren.

Gegeben seien eine Menge S und eine geordnete Menge (T, <), d. h. zwischen je zwei
Elementen s,t € T gilt genau eine der folgenden Beziehungen s <t , s > t oder s = t.
Ferner sei eine Abbildung f : S — T gegeben. Gesucht ist ein Element z* € S mit der
Eigenschaft f(z*) > f(x) fiir alle x € § (Maximierungsproblem) oder f(z*) < f(x) fiir
alle z € S (Minimierungsproblem). Es ist iiblich, hierfir eine der folgenden Schreibweisen
zu benutzen:

maxgecs f(z) oder max{f(z)|x € S}, (1.5)
mingeg f(z) oder min{f(z) |z € S}. '
In der Praxis treten als geordnete Mengen (7', <) meistens die reellen Zahlen R, die
rationalen Zahlen @ oder die ganzen Zahlen 7 auf, alle mit der natiirlichen Ordnung
versehen (die wir deswegen auch gar nicht erst notieren). Die Aufgabe ist viel zu
allgemein, um dariiber etwas Interessantes sagen zu kénnen. Wenn S durch die Auflistung
aller Elemente gegeben ist, ist das Problem entweder sinnlos oder trivial (man rechnet
ganz einfach f(x) fiir alle z € S aus). Das heifst, S muss irgendwie (explizit oder implizit)
strukturiert sein, so dass verniinftige Aussagen iiber S moglich sind, ohne dass man alle
Elemente in S einzeln kennt. Das gleiche gilt fiir die Funktion f : § — T'. Ist sie nur
punktweise durch = — f(z) gegeben, lohnt sich das Studium von nicht. Erst wenn
f durch hinreichend strukturierte “Formeln” bzw. “Eigenschaften” bestimmt ist, werden
tieferliegende mathematische Einsichten moglich.

Die Optimierungsprobleme, die in der Praxis auftreten, haben fast alle irgendeine “ver-
niinftige” Struktur. Das muss nicht unbedingt heiften, dass die Probleme dadurch auf
einfache Weise losbar sind, aber immerhin ist es meistens moglich, sie in das zur Zeit
bekannte und untersuchte Universum der verschiedenen Typen von Optimierungsproble-
men einzureihen und zu klassifizieren.

Im Laufe des Studiums werden Thnen noch sehr unterschiedliche Optimierungsaufgaben
begegnen. Viele werden von einem der folgenden Typen sein.

(1.6) Definition (Kontrollproblem). Gegeben sei ein Steuerungsprozess (z. B. die
Bewegungsgleichung eines Autos), etwa der Form

2(t) = f(t,2(t), u(t)),
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wobei u eine Steuerung ist (Benzinzufuhr). Ferner seien eine Anfangsbedingung
x(0) = xo,

(2. B.: das Auto steht) sowie eine Endbedingung
x(T) =x1

(z. B. das Auto hat eine Geschwindigkeit von 50 km/h) gegeben. Gesucht ist eine Steue-
rung w fir den Zeitraum [0,T], so dass z. B.

T
/ |u|? dt
0

minimal ist (etwa minimaler Benzinverbrauch,). A

(1.7) Definition (Approximationsproblem). Gegeben sei eine (numerisch schwierig
auszuwertende) Funktion f, finde eine Polynom p vom Grad n, so dass

|f —pll oder ||f —plloo

minimal 1st. A

(1.8) Definition (Nichtlineares Optimierungsproblem). FEs seien f, g; (i =1,...,m),
hj (j =1,...,p) differenzierbare Funktionen von R™ — R, dann heifst

min f(x)

gi(z) <0 i=1,....m
rz e R

ein nichtlineares Optimierungsproblem. Ist eine der Funktionen nicht differenzierbar, so
spricht man von einem nichtdifferenzierbaren Optimierungsproblem. Im Allgemeinen wird
davon ausgegangen, daf alle betrachteten Funktionen zumindest stetig sind. A

(1.9) Definition (Konvexes Optimierungsproblem). FEine Menge S C R™ heifst
konvex, falls gilt: Sind x,y € S und ist A € R, 0 < X\ <1, dann gilt \x + (1 — Ny € S.
Eine Funktion f : R™ — R heifst konvex, falls fir alle A € R, 0 < A < 1 und alle
z,y € R" gilt

Af(z)+ (1 =) f(y) = fAz+ (1= Ny).

Ist S C R™ konvex (z. B. kann S wie folgt gegeben sein S = {x € R"™ | gi(z) <0, i =
1,...,m} wobei die g; konvere Funktionen sind), und ist f : R™ — R eine konvezxe
FPunktion, dann ist

min f(x)

€S

emn konvexes Minimierungsproblem. A
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(1.10) Definition (Lineares Optimierungsproblem (Lineares Programm)). Ge-
geben seien ¢ € R, A € R b e R™, dann heifit

max CTSC

Az <b
zeR"

lineares Optimierungsproblem. A

(1.11) Definition (Lineares ganzzahliges Optimierungsproblem). Gegeben seien
ceR™, AecRM™™ beR™, dann heift

max CT[L'

Ax <b
Tz eL"

lineares ganzzahliges (oder kurz: ganzzahliges) Optimierungsproblem. A

Selbst bei Optimierungsproblemen wie , cee , die nicht sonderlich allgemein
erscheinen mogen, kann es sein, dass (bei spezieller Wahl der Zielfunktion f und der
Nebenbedingungen) die Aufgabenstellung (finde ein z* € S, so dass f(z*) so grofs (oder
klein) wie moglich ist) keine verniinftige Antwort besitzt. Es mag sein, dass f iiber S
unbeschrankt ist; f kann beschréinkt sein iiber S, aber ein Maximum kann innerhalb S
nicht erreicht werden, d.h., das ,max* miiffte eigentlich durch ,sup* ersetzt werden. S
kann leer sein, ohne dass dies a priori klar ist, etc. Der Leser moge sich Beispiele mit
derartigen Eigenschaften iiberlegen! Bei der Formulierung von Problemen dieser Art muss
man sich also Gedanken dariiber machen, ob die betrachtete Fragestellung tiberhaupt eine
sinnvolle Antwort erlaubt.

In unserer Vorlesung werden wir uns lediglich mit den Problemen und
beschéftigen. Das lineare Optimierungsproblem ist sicherlich das derzeit fiir die
Praxis bedeutendste Problem, da sich auferordentlich viele und sehr unterschiedliche
reale Probleme als lineare Programme formulieren lassen, bzw. durch die Losung einer
endlichen Anzahl von LPs gelost werden kénnen. Auferdem liegt eine sehr ausgefeilte
Theorie vor. Mit den modernen Verfahren der linearen Optimierung kénnen derartige
Probleme mit Hunderttausenden (und manchmal sogar mehr) von Variablen und Un-
gleichungen fast ,miihelos* gelost werden. Dagegen ist Problem viel schwieriger.
Die Einschrankung der Losungsmenge auf die zuldssigen ganzzahligen Losungen fiihrt di-
rekt zu einem Sprung im Schwierigkeitsgrad des Problems. Verschiedene spezielle lineare
ganzzahlige Programme koénnen in beliebiger Grofsenordnung gelost werden. Bei wenig
strukturierten allgemeinen Problemen des Typs versagen dagegen auch die besten
Losungsverfahren manchmal bereits bei weniger als 100 Variablen und Nebenbedingun-
gen.

Uber Kontrolltheorie (Probleme des Typs (1.6)), Approximationstheorie (Probleme
des Typs ), Nichtlineare Optimierung (Probleme des Typs ) und werden

an der TU Berlin Spezialvorlesungen angeboten. Es ist anzumerken, dass sich sowohl die



1.2 Optimierungsprobleme

Theorie als auch die Algorithmen zur Lésung von Problemen des Typs bis ganz
erheblich von denen zur Lésung von Problemen des Typs (1.10]) und (T.11]) unterscheiden.

Ziel dieser Vorlesung ist zunéchst, das Verstdndnis fiir Fragestellung der Optimierung
und deren Anwendungen zu wecken. Die Studierenden sollen dariiber hinaus natiirlich
in die Optimierungstheorie eingefiihrt werden und einige Werkzeuge theoretischer und
algorithmischer Natur zur Losung von linearen, kombinatorischen und ganzzahligen Op-
timierungsproblemen kennenlernen. Damit wird grundlegendes Riistzeug zur Behandlung
(Modellierung, numerischen Losung) von brennenden Fragen der heutigen Zeit bereitge-
stellt. Die wirklich wichtigen Fragen bendtigen zur ihrer Losung jedoch erheblich mehr
Mathematik sowie weitergehendes algorithmisches und informationstechnisches Know-
how. Und ohne enge Zusammenarbeit mit Fachleuten aus Anwendungsdisziplinen wird
man die meisten Fragen nicht anwendungsadéquat beantworten kénnen. Einige Themen
von derzeit grofser Bedeutung, bei denen der Einsatz von mathematischer Optimierung
(in Kombination mit vielfaltigen Analysetechniken und praktischen Erfahrungen aus an-
deren Disziplinen) wichtig ist, hat der Prasident von acatech (Deutsche Akademie der
Technikwissenschaften), Reinhard F. Huttl, zu Beginn seiner Rede zur Erdffnung der
Festveranstaltung 2012 am 16. Oktober 2012 im Konzerthaus am Gendarmenmarkt in
Berlin beschrieben:

LAls wir im letzten Jahr an diesem Ort zur acatech-Festveranstaltung zusam-
menkamen, war die Energiewende bereits das, was man birokratisch als ,,Be-
schlusslage® bezeichnen wirde. Gut ein Jahr nach diesem Beschluss bestim-
men mehr Fragen als Antworten die Diskussion um unsere zukiinftige Energie-
versorgung: Was wollen wir erreichen? - Den schnellstmoglichen Ausstieg aus
der Kernenergie? Fine Verlangsamung des Klimawandels? Den raschen Aus-
bau erneuerbarer Energien? Mdoglichst hohe Energieeffizienz? Und wer sollte
fir welches Ziel und welche Mafinahme die Umsetzung verantworten? Und
vor allem: Welche Ziele haben Prioritit, und, um die dominierende Frage
der letzten Tage und Wochen aufzugreifen, zu welchem Preis — im wdrtlichen
wie im Ubertragenen Sinne — wollen und kénnen wir diese Ziele erreichen?
Die Debatte der vergangenen Zeit hat gezeigt, dass es auf diese Fragen vie-
le Antworten gibt. — In etwa so viele, wie es Interessensgruppen, Verbinde,
Unternehmen, Parteien und Parlamente gibt. Vielleicht lisst genau deshalb
die Umsetzung der Energiewende auf sich warten. Auch die Wissenschaft hat
keine endgiiltigen Antworten auf diese zentrale gesellschaftliche Frage. Aber:
Wissenschaft kann helfen, Daten und Fakten zu sichten, ans Licht zu befor-
dern und zu gewichten. Wissenschaft kann Handlungsoptionen darstellen und
auch bewerten. Dies tun wir in unseren aktuellen Publikationen zu Fragen der
Energie, der Mobilitdt, aber auch zu vielen anderen Themen. Das Entschei-
dungsprimat aber — und dies ist mir gerade in diesem Kontext sehr wichtig —
lag und liegt bei der Politik.“

Die mathematische Optimierung ist eine der wissenschaftlichen Disziplinen, die bei der
Behandlung der skizierten Problemfelder und Fragen eingesetzt werden muss. Aber sie



1 Einfiihrung

ist hier nur eine Hilfswissenschaft, denn die Formulierung von Gewichtungen und Zielen
und die Bewertung von Ergebnissen unterliegen komplexen gesellschaftlichen Debatten.
Wir sollten jedoch die Bedeutung der Mathematik hierbei nicht unterschétzen, sie hilft
komplexe politische Entscheidungen (ein wenig) rationaler zu machen.
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2 Grundlagen und Notation

2.1 Graphen und Digraphen: Wichtige Definitionen und
Bezeichnungen

Bei der nachfolgenden Zusammenstellung von Begriffen und Bezeichnungen aus der Gra-
phentheorie handelt es sich nicht um eine didaktische Einfiihrung in das Gebiet der
diskreten Mathematik. Dieses Kapitel ist lediglich als Nachschlagewerk gedacht, in dem
die wichtigsten Begriffe und Bezeichnungen zusammengefasst und definiert sind.

2.1.1 Grundbegriffe der Graphentheorie

Die Terminologie und Notation in der Graphentheorie ist leider sehr uneinheitlich. Wir
wollen daher hier einen kleinen Katalog wichtiger graphentheoretischer Begriffe und Be-
zeichnungen zusammenstellen und zwar in der Form, wie sie (in der Regel) in meinen Vor-
lesungen benutzt werden. Definitionen werden durch Kursivdruck hervorgehoben. Nach
einer Definition folgen gelegentlich (in Klammern) weitere Bezeichnungen, um auf alter-
native Namensgebungen in der Literatur hinzuweisen.

Es gibt sehr viele Biicher iiber Graphentheorie. Wenn man zum Beispiel in der Da-
tenbank MATH des Zentralblattes fiir Mathematik nach Biichern sucht, die den Begriff
ygraph theory* im Titel enthalten, erhédlt man beinahe 400 Verweise. Bei tiber 50 Bii-
chern taucht das Wort ,Graphentheorie“ im Titel auf. Ich kenne natiirlich nicht alle
dieser Biicher. Zur Einfiihrung in die mathematische Theorie empfehle ich u. a. [Aigner
(1984), Bollobas| (1998), Diestel (2006)ﬂ Bondy and Murty| (2008) und West| (2005)).
Stéarker algorithmisch orientiert und anwendungsbezogen sind z. B. [Ebert| (1981), |Go-
lombic| (New York]), Jungnickel (1994), Walther and Négler| (1987)) sowie Krumke and
Noltemeier| (2005).

Ubersichtsartikel zu verschiedenen Themen der Graphentheorie sind in den Handbii-
chern |Graham et al.|(1995) und |Gross and Yellen| (2004) zu finden.

2.1.2 Graphen

Ein Graph G ist ein Tripel (V, E, ¥) bestehend aus einer nicht-leeren Menge V', einer
Menge E und einer Inzidenzfunktion U : E — V2. Hierbei bezeichnet V2 die Menge
der ungeordneten Paare von (nicht notwendigerweise verschiedenen) Elementen von V.
Ein Element aus V heift Knoten (oder Ecke oder Punkt oder Knotenpunkt; englisch:
vertex oder node oder point), ein Element aus E heikt Kante (englisch: edge oder line).

! http://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel /books/graphentheorie/Graphentheoriel IT.pdf
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2 Grundlagen und Notation

Zu jeder Kante e € E gibt es also Knoten u,v € V mit ¥(e) = uv = vu. (In der Literatur
werden auch die Symbole [u,v] oder {u, v} zur Bezeichnung des ungeordneten Paares uv
benutzt. Wir lassen zur Bezeichnungsvereinfachung die Klammern weg, es sei denn, dies
fiihrt zu unklarer Notation. Zum Beispiel bezeichnen wir die Kante zwischen Knoten 1
und Knoten 23 nicht mit 123, wir schreiben dann {1,23}.)

Die Anzahl der Knoten eines Graphen heiftt Ordnung des Graphen. Ein Graph heift
endlich, wenn V und F endliche Mengen sind, andernfalls heifft G unendlich. Wir werden
uns nur mit endlichen Graphen beschéftigen und daher ab jetzt statt “endlicher Graph”
einfach “Graph” schreiben. Wie werden versuchen, die natiirliche Zahl n fiir die Knoten-
zahl und die natiirliche Zahl m fiir die Kantenzahl eines Graphen zu reservieren. (Das
gelingt wegen der geringen Anzahl der Buchstaben unseres Alphabets nicht immer.)

Gilt ¥(e) = wuw fiir eine Kante e € E, dann heifen die Knoten u,v € V' Endknoten von
e, und wir sagen, dass v und v mit e inzidieren oder auf e liegen, dass e die Knoten u
und v verbindet, und dass v und v Nachbarn bzw. adjazent sind. Wir sagen auch, dass
zwei Kanten inzident sind, wenn sie einen gemeinsamen Endknoten haben. Eine Kante
e mit ¥U(e) = wu heift Schlinge; Kanten e, f mit U(e) = uwv = ¥(f) heiken parallel,
man sagt in diesem Falle auch, dass die Knoten u und v durch eine Mehrfachkante
verbunden sind. Graphen, die weder Mehrfachkanten noch Schlingen enthalten, heifien
einfach. Der einfache Graph, der zu jedem in G adjazenten Knotenpaar u,v mit u # v
genau eine u und v verbindende Kante enthélt, heifst der G unterliegende einfache Graph.
Mit I'(v) bezeichnen wir die Menge der Nachbarn eines Knotens v. Falls v in einer Schlinge
enthalten ist, ist v natiirlich mit sich selbst benachbart. I'(W) := (J, ¢y I'(v) ist die Menge
der Nachbarn von W C V. Ein Knoten ohne Nachbarn heiflt isoliert.

Die Benutzung der Inzidenzfunktion ¥ fiihrt zu einem relativ aufwendigen Formalimus.
Wir wollen daher die Notation etwas vereinfachen. Dabei entstehen zwar im Falle von
nicht-einfachen Graphen gelegentlich Mehrdeutigkeiten, die aber i. a. auf offensichtliche
Weise interpretiert werden konnen. Statt ¥(e) = uv schreiben wir von nun an einfach
e = wv (oder dquivalent e = vu) und meinen damit die Kante e mit den Endknoten
u und v. Das ist korrekt, solange es nur eine Kante zwischen v und v gibt. Gibt es
mehrere Kanten mit den Endknoten u und v, und sprechen wir von der Kante uv, so
soll das heifsen, dass wir einfach eine der parallelen Kanten auswéhlen. Von jetzt an
vergessen wir also die Inzidenzfunktion ¥ und benutzen die Abkiirzung G = (V, E), um
einen Graphen zu bezeichnen. Manchmal schreiben wir auch, wenn erhdhte Prézision
erforderlich ist, Eg oder E(G) bzw. Vi oder V(G) zur Bezeichnung der Kanten- bzw.
Knotenmenge eines Graphen G.

Zwei Graphen G = (V, E) und H = (W, F) heifen isomorph, wenn es eine bijektive
Abbildung ¢ : V. — W gibt, so dass uv € E genau dann gilt, wenn ¢(u)p(v) € F
gilt. Isomorphe Graphen sind also — bis auf die Benamung der Knoten und Kanten —
identisch.

Eine Menge F' von Kanten heifst Schnitt, wenn es eine Knotenmenge W C V gibt, so
dass F=0(W):={w € E |ue W,v € V\ W} gilt; manchmal wird §(W') der durch W
induzierte Schnitt genannt. Statt §({v}) schreiben wir kurz §(v). Ein Schnitt, der keinen
anderen nicht-leeren Schnitt als echte Teilmenge enthélt, heift Cokreis (oder minimaler
Schnitt). Wollen wir betonen, dass ein Schnitt 6(W) beztiglich zweier Knoten s,t € V
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2.1 Graphen und Digraphen: Wichtige Definitionen und Bezeichnungen

die Eigenschaft s € W und t € V' \ W hat, so sagen wir, 6(W) ist ein s und t trennender
Schnitt oder kurz ein [s, t]-Schnitt.

Generell benutzen wir die eckigen Klammern [. , .], um anzudeuten, dass die Reihen-
folge der Objekte in der Klammer ohne Bedeutung ist. Z. B. ist ein [s, ¢]-Schnitt natiirlich
auch ein [t, s]-Schnitt, da ja §(W) = §(V \ W) gilt.

Wir haben oben Bezeichnungen wie I'(v) oder §(WW) eingefithrt unter der stillschwei-
genden Voraussetzung, dass man weifs, in Bezug auf welchen Graphen diese Mengen
definiert sind. Sollten mehrere Graphen involviert sein, so werden wir, wenn Zweideutig-
keiten auftreten konnen, die Graphennamen als Indizes verwenden, also z. B. I'¢(v) oder
dc (V') schreiben. Analog wird bei allen anderen Symbolen verfahren.

Der Grad (oder die Valenz) eines Knotens v (Bezeichnung: deg(v)) ist die Anzahl der
Kanten, mit denen er inzidiert, wobei Schlingen doppelt gezihlt werden. Hat ein Graph
keine Schlingen, so ist der Grad von v gleich |6(v)|. Ein Graph heifit k-reguldr, wenn jeder
Knoten den Grad k hat, oder kurz reguldr, wenn der Grad k nicht hervorgehoben werden
soll.

Sind W eine Knotenmenge und F' eine Kantenmenge in G = (V, E), dann bezeichnen
wir mit E(W) die Menge aller Kanten von G mit beiden Endknoten in W und mit V (F')
die Menge aller Knoten, die Endknoten mindestens einer Kante aus F' sind.

Sind G = (V, E) und H = (W, F') zwei Graphen, so heifst der Graph (VUW, EUF') die
Vereinigung von G und H, und (V. NW, ENF) heifst der Durchschnitt von G und H. G
und H heifen disjunkt, falls VW = 0, kantendisjunkt, falls ENF = (). Wir sprechen von
einer disjunkten bzw. kantendisjunkten Vereinigung von zwei Graphen, wenn sie disjunkt
bzw. kantendisjunkt sind.

Sind G = (V,E) und H = (W, F) Graphen, so dass W C V und F C E gilt, so
heikt H Untergraph (oder Teilgraph) von G. Falls W C V| so bezeichnet G — W den
Graphen, den man durch Entfernen (oder Subtrahieren) aller Knoten in W und aller
Kanten mit mindestens einem Endknoten in W gewinnt. G[W] := G — (V \ W) heift
der von W induzierte Untergraph von G. Es gilt also G[W]| = (W, E(W)). Fir F C E
ist G — F := (V,E\ F) der Graph, den man durch Entfernen (oder Subtrahieren) der
Kantenmenge F' enthélt. Statt G — {f} schreiben wir G — f, analog schreiben wir G — w
statt G—{w} fiir w € V. Ein Untergraph H = (W, F') von G = (V, E) heit aufspannend,
falls V. =W gilt.

Ist G = (V,E) ein Graph und W C V eine Knotenmenge, so bezeichnen wir mit
G - W den Graphen, der durch Kontraktion der Knotenmenge W entsteht. Das heift, die
Knotenmenge von G - W besteht aus den Knoten V' \ W und einem neuen Knoten w, der
die Knotenmenge W ersetzt. Die Kantenmenge von G - W enthélt alle Kanten von G,
die mit keinem Knoten aus W inzidieren, und alle Kanten, die genau einen Endknoten
in W haben, aber dieser Endknoten wird durch w ersetzt (also konnen viele parallele
Kanten entstehen). Keine der Kanten von G, die in E(W) liegen, gehort zu G - W. Falls
e = uv € F und falls G keine zu e parallele Kante enthélt, dann ist der Graph, der durch
Kontraktion der Kante e entsteht (Bezeichnung G - e), der Graph G - {u,v}. Falls G zu e
parallele Kanten enthalt, so erhdlt man G - e aus G - {u, v} durch Addition von so vielen
Schlingen, die den neuen Knoten w enthalten, wie es Kanten in G parallel zu e gibt.
Der Graph G - F'; den man durch Kontraktion einer Kantenmenge F C E erhilt, ist der
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Graph, der durch sukzessive Kontraktion (in beliebiger Reihenfolge) der Kanten aus F
gewonnen wird. Ist e eine Schlinge von G, so sind G - e und G — e identisch.

Ein einfacher Graph heiftt vollstindig, wenn jedes Paar seiner Knoten durch eine Kante
verbunden ist. Offenbar gibt es — bis auf Isomorphie — nur einen vollstandigen Graphen
mit n Knoten. Dieser wird mit K, bezeichnet. Ein Graph G, dessen Knotenmenge V' in
zwei disjunkte nicht-leere Teilmengen Vi, Vo mit V1 UV, = V zerlegt werden kann, so dass
keine zwei Knoten in V7 und keine zwei Knoten in V2 benachbart sind, heift bipartit (oder
paar). Die Knotenmengen Vi, V5 nennt man eine Bipartition (oder 2-Fdrbung) von G.
Falls G zu je zwei Knoten u € V1 und v € V5 genau eine Kante uv enthélt, so nennt man
G wollstindig bipartit. Den — bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten — vollstandig
bipartiten Graphen mit |V;]| = m, |V2| = n bezeichnen wir mit K, ,,.

Ist G ein Graph, dann ist das Komplement von G, bezeichnet mit G, der einfache
Graph, der dieselbe Knotenmenge wie GG hat und bei dem zwei Knoten genau dann durch
eine Kante verbunden sind, wenn sie in G nicht benachbart sind. Ist G einfach, so gilt
G = G. Der Kantengraph (englisch: line graph) L(G) eines Graphen G ist der einfache
Graph, dessen Knotenmenge die Kantenmenge von G ist und bei dem zwei Knoten genau

dann adjazent sind, wenn die zugehorigen Kanten in G einen gemeinsamen Endknoten
haben.

Eine Clique in einem Graphen G ist eine Knotenmenge @, so dass je zwei Knoten aus @)
in G benachbart sind. Eine stabile Menge in einem Graphen G ist eine Knotenmenge S,
so dass je zwei Knoten aus S in G nicht benachbart sind. Fiir stabile Mengen werden auch
die Begriffe unabhdngige Knotenmenge oder Coclique verwendet. Eine Knotenmenge K
in G heifst Knotenitiberdeckung (oder Uberdeckung von Kanten durch Knoten), wenn jede
Kante aus G mit mindestens einem Knoten in K inzidiert. Die grofte Kardinalitit (=
Anzahl der Elemente) einer stabilen Menge (bzw. Clique) in einem Graphen bezeichnet
man mit o(G) (bzw. w(G)); die kleinste Kardinalitdt einer Knoteniiberdeckung mit 7(G).

Eine Kantenmenge M in G heift Matching (oder Paarung oder Korrespondenz oder
unabhdngige Kantenmenge), wenn M keine Schlingen enthélt und je zwei Kanten in M
keinen gemeinsamen Endknoten besitzen. M heifst perfekt, wenn jeder Knoten von G
Endknoten einer Kante des Matchings M ist. Ein perfektes Matching wird auch I-Faktor
genannt. Eine Kantenmenge F' in G heikt k-Faktor (oder perfektes k-Matching), wenn je-
der Knoten von G in genau k Kanten aus F enthalten ist. Eine Kantentiberdeckung (oder
Uberdeckung von Knoten durch Kanten) ist eine Kantenmenge, so dass jeder Knoten aus
G mit mindestens einer Kante dieser Menge inzidiert. Die grofite Kardinalitat eines Mat-
chings in G bezeichnet man mit v(G), die kleinste Kardinalitit einer Kanteniiberdeckung
mit p(G).

Eine Zerlegung der Knotenmenge eines Graphen in stabile Mengen, die so genann-
ten Farbklassen, heifst Knotenfdarbung; d. h. die Knoten werden so gefarbt, dass je zwei
benachbarte Knoten eine unterschiedliche Farbe haben. Eine Zerlegung der Kantenmen-
ge in Matchings heifft Kantenfdirbung; die Kanten werden also so gefdarbt, dass je zwei
inzidente Kanten verschieden gefarbt sind. Eine Zerlegung der Knotenmenge von G in
Cliquen heiftt Cliqueniiberdeckung von G. Die minimale Anzahl von stabilen Mengen
(bzw. Cliquen) in einer Knotenfarbung (bzw. Cliqueniiberdeckung) bezeichnet man mit
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X(G) (bzw. X(G)), die minimale Anzahl von Matchings in einer Kantenfdrbung mit v(G).
Die Zahl v(G) heit chromatischer Index (oder Kantenfirbungszahl), x(G) Farbungszahl
(oder Knotenfirbungszahl oder chromatische Zahl).

Ein Graph G = (V, E) kann in die Ebene gezeichnet werden, indem man jeden Knoten
durch einen Punkt reprisentiert und jede Kante durch eine Kurve (oder Linie oder Stre-
ckenstiick), die die beiden Punkte verbindet, die die Endknoten der Kante reprisentieren.
Ein Graph heift planar (oder plattbar), falls er in die Ebene gezeichnet werden kann, so
dass sich keine zwei Kanten (d. h. die sie représentierenden Kurven) schneiden — aufier
moglicherweise in ihren Endknoten. Eine solche Darstellung eines planaren Graphen G
in der Ebene nennt man auch Finbettung von G in die Ebene.

2.1.3 Digraphen

Die Kanten eines Graphen haben keine Orientierung. In vielen Anwendungen spielen aber
Richtungen eine Rolle. Zur Modellierung solcher Probleme fiithren wir gerichtete Graphen
ein. Ein Digraph (oder gerichteter Graph) D = (V, A) besteht aus einer (endlichen) nicht-
leeren Knotenmenge V und einer (endlichen) Menge A von Bdgen (oder gerichteten
Kanten; englisch: arc). Ein Bogen a ist ein geordnetes Paar von Knoten, also a = (u,v),
u ist der Anfangs- oder Startknoten, v der End- oder Zielknoten von a; u heilkt Vorgdnger
von v, v Nachfolger von u, a inzidiert mit w und v. (Um exakt zu sein, miissten wir hier
ebenfalls eine Inzidenzfunktion ¥ = (¢, h) : A — V x V einfiihren. Fiir einen Bogen a € A
ist dann ¢(a) der Anfangsknoten (englisch: tail) und h(a) der Endknoten (englisch: head)
von a. Aus den bereits oben genannten Griinden wollen wir jedoch die Inzidenzfunktion
nur in Ausnahmeféllen benutzen.) Wie bei Graphen gibt es auch hier parallele Bogen und
Schlingen. Die Bogen (u,v) und (v, u) heifen antiparallel.

In manchen Anwendungsfillen treten auch “Graphen” auf, die sowohl gerichtete als
auch ungerichtete Kanten enthalten. Wir nennen solche Objekte gemischte Graphen und
bezeichnen einen gemischten Graphen mit G = (V, E, A), wobei V' die Knotenmenge, FE
die Kantenmenge und A die Bogenmenge von G bezeichnet.

Falls D = (V, A) ein Digraph ist und W C V, B C A, dann bezeichnen wir mit A(W)
die Menge der Bogen, deren Anfangs- und Endknoten in W liegen, und mit V' (B) die Men-
ge der Knoten, die als Anfangs- oder Endknoten mindestens eines Bogens in B auftreten.
Unterdigraphen, induzierte Unterdigraphen, aufspannende Unterdigraphen, Vereinigung
und Durchschnitt von Digraphen, das Entfernen von Bogen- oder Knotenmengen und
die Kontraktion von Bogen- oder Knotenmengen sind genau wie bei Graphen definiert.

Ist D = (V, A) ein Digraph, dann heift der Graph G = (V, E), der fiir jeden Bogen
(i,7) € A eine Kante ij enthalt, der D unterliegende Graph. Analog werden der D un-
terliegende einfache Graph und der unterliegende einfache Digraph definiert. Wir sagen,
dass ein Digraph eine “ungerichtete” Eigenschaft hat, wenn der ihm unterliegende Graph
diese Eigenschaft hat (z. B., D ist bipartit oder planar, wenn der D unterliegende Graph
G bipartit oder planar ist). Geben wir jeder Kante ij eines Graphen G eine Orientie-
rung, d. h., ersetzen wir ¢j durch einen der Bogen (i, j) oder (j,4), so nennen wir den so
entstehenden Digraphen D Orientierung von G.

Ein einfacher Digraph heifft vollstindig, wenn je zwei Knoten u # v durch die beiden
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Bogen (u,v), (v,u) verbunden sind. Ein Turnier ist ein Digraph, der fiir je zwei Knoten
u # v genau einen der Bogen (u,v) oder (v, ) enthélt. (Der einem Turnier unterliegende
Graph ist also ein vollstéandiger Graph; jedes Turnier ist die Orientierung eines vollstén-
digen Graphen.)

Fir W C V sei 67(W) := {(i,j) € Al i € W,5 & W}, 6 (W) := 67(V\ W) und
S(W) := 6T(W) U § (W). Die Bogenmenge 6T (W) (bzw. 6~ (W)) heit Schnitt. Ist
s € Wund t € W, so heifit 67 (W) auch (s, t)-Schnitt. (Achtung: in einem Digraphen ist
ein (s, t)-Schnitt kein (¢, s)-Schnitt!)

Statt 67 ({v}),d~({v}),d6({v}) schreiben wir 6% (v),d (v),d(v). Der Aufengrad (In-
nengrad) von v ist die Anzahl der Bégen mit Anfangsknoten (Endknoten) v. Die Summe
von Aufiengrad und Innengrad ist der Grad von v. Ein Schnitt 67 (W), 0 # W # V', heit
gerichteter Schnitt, falls 6~ (W) =0, d. h. falls 6(W) = §T(W). Ist r € W, so sagen wir
auch, dass 6T (W) ein Schnitt mit Wurzel r ist.

2.1.4 Ketten, Wege, Kreise, Baume

Das grofste Durcheinander in der graphentheoretischen Terminologie herrscht bei den
Begriffen Kette, Weg, Kreis und bei den damit zusammenhédngenden Namen. Wir haben
uns fiir folgende Bezeichnungen entschieden.

In einem Graphen oder Digraphen heift eine endliche Folge W = (v, e1,v1, €2,

v, -+, €k, V), k > 0, die mit einem Knoten beginnt und endet und in der Knoten
und Kanten (Bogen) alternierend auftreten, so dass jede Kante (jeder Bogen) e; mit den
beiden Knoten v;_1 und wv; inzidiert, eine Kette. Der Knoten vy heiltt Anfangsknoten,
v Endknoten der Kette; die Knoten v1,...,vg_1 heilsen innere Knoten; W wird auch
[vo, vi]-Kette genannt. Die Zahl k heifst Ldinge der Kette (= Anzahl der Kanten bzw.
Bogen in W, wobei einige Kanten/Bogen mehrfach auftreten kénnen und somit mehr-
fach gezdhlt werden). Abbildung 1 (b) zeigt eine Kette der Liange 13 im Graphen G aus
Abbildung 1 (a). Aus einem solchen Bild kann man in der Regel nicht entnehmen, in
welcher Reihenfolge die Kanten durchlaufen werden.

Falls (in einem Digraphen) alle Bogen e; der Kette W der Form (v;—1,v;) (also gleichge-
richtet) sind, so nennt man W gerichtete Kette bzw. (vg, vi)-Kette. Ist W = (vo, e1,v1, . . .,
ek, ) eine Kette, und sind 4,j Indizes mit 0 < i < j < k, dann heift die Kette
(Vi, €i41,Vit1, - - -, €5,0;) das [v;,v;]-Segment (bzw. (v;,v;)-Segment, wenn W gerichtet
ist) von W. Jede (gerichtete) Kante, die zwei Knoten der Kette W miteinander verbin-
det, die aber nicht Element von W ist, heift Diagonale (oder Sehne) von W.

Gibt es in einem Graphen keine parallelen Kanten, so ist eine Kette W bereits durch die
Folge (vo, ..., vx) ihrer Knoten eindeutig festgelegt. Desgleichen ist in einem Digraphen
ohne parallele Bogen eine gerichtete Kette durch die Knotenfolge (v, ..., vy) bestimmt.
Zur Bezeichnungsvereinfachung werden wir daher hiaufig von der Kette (vg,...,vg) in
einem Graphen bzw. der gerichteten Kette (vg,...,vx) in einem Digraphen sprechen,
obgleich bei parallelen Kanten (Bogen) die benutzten Kanten (Bogen) hiermit nicht ein-
deutig festgelegt sind. Diese geringfiigige Ungenauigkeit sollte aber keine Schwierigkeiten
bereiten. Gelegentlich interessiert man sich mehr fiir die Kanten (Bogen) einer Kette,
insbesondere wenn diese ein Weg oder ein Kreis (siche unten) ist. In solchen Féllen ist es
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2.1 Graphen und Digraphen: Wichtige Definitionen und Bezeichnungen

@) (b)

Kette in G, zwei Kanten

Graph G werden zweimal durchlaufen,
eine Kante dreimal
(c) (d)
Pfad in G Wegin G

Abbildung 2.1: Kette, Pfad und Weg in einem Graph G.

zweckméfiger, eine Kette als Kantenfolge (e1, es, ..., er) zu betrachten. Ist C' die Menge
der Kanten (Bogen) eines Kreises oder eines Weges, so spricht man dann einfach vom
Kreis oder Weg C, wihrend V(C') die Menge der Knoten des Kreises oder Weges be-
zeichnet. Je nach behandeltem Themenkreis wird hier die am besten geeignete Notation
benutzt.

Eine Kette, in der alle Knoten voneinander verschieden sind, heifst Weg (siehe Abbil-
dung 1(d)). Eine Kette, in der alle Kanten oder Bogen verschieden sind, heift Pfad. Ein
Beispiel ist in Abb. 1(c) dargestellt. Ein Weg ist also ein Pfad, aber nicht jeder Pfad
ist ein Weg. Ein Weg oder Pfad in einem Digraphen, der eine gerichtete Kette ist, heifst
gerichteter Weg oder gerichteter Pfad. Wie bei Ketten sprechen wir von [u, v]- Wegen,
(u,v)-Wegen etc.

Im Englischen heifst Kette walk oder chain. Im Deutschen benutzen z. B. [Domschke
(1982), Hassig (1979) und Berge and Ghouila-Houri| (1969) ebenfalls das Wort Kette,
dagegen schreiben Aigner| (1984), Diestel| (2006]) und [Wagner| (1970) hierfiir “Kantenzug”,
wihrend |Konigl (1936), Halin (1989) und Sachs (1970) “Kantenfolge” benutzen; Ebert
(1981) schlieflich nennt unsere Ketten “ungerichtete Pfade”. Dieses Wirrwarr setzt sich
beziiglich der Begriffe Pfad und Weg auf d&hnliche Weise fort.

Eine Kette heifst geschlossen, falls ihre Lange nicht Null ist und falls ihr Anfangskno-
ten mit ihrem Endknoten iibereinstimmt. Ein geschlossener (gerichteter) Pfad, bei dem
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2 Grundlagen und Notation

Kreis in G

Abbildung 2.2: Ein Kreis in einem Graph G.

N

(a) Wald (b) Aboreszenz mit Wurzel w

O

w

Abbildung 2.3: Ein Wald und eine Arboreszenz.

der Anfangsknoten und alle inneren Knoten voneinander verschieden sind, heifst Kreis,
(gerichteter Kreis). Offensichtlich enthélt jeder geschlossene Pfad einen Kreis, siche Abb.
22

Ein (gerichteter) Pfad, der jede Kante (jeden Bogen) eines Graphen (Digraphen) genau
einmal enthalt, heifst (gerichteter) Fulerpfad. Ein geschlossener Eulerpfad heifst Eulertour.
Ein Eulergraph (Eulerdigraph) ist ein Graph (Digraph), der eine (gerichtete) Eulertour
enthalt.

Ein (gerichteter) Kreis (Weg) der Lange |V| (bzw. |V| — 1) heift (gerichteter) Ha-
miltonkreis (Hamiltonweg). Ein Graph (Digraph), der einen (gerichteten) Hamiltonkreis
enthélt, heiltt hamiltonsch. Manchmal sagen wir statt Hamiltonkreis einfach Tour.

Ein Wald ist ein Graph, der keinen Kreis enthilt, siehe Abb. (a). Ein zusammen-
héngender Wald heifst Baum. Ein Baum in einem Graphen heiflt aufspannend, wenn er
alle Knoten des Graphen enthélt. Ein Branching B ist ein Digraph, der ein Wald ist,
so dass jeder Knoten aus B Zielknoten von hochstens einem Bogen von B ist. Ein zu-
sammenhéngendes Branching heiftt Arboreszenz, siehe Abb. (b) Eine aufspannende
Arboreszenz ist eine Arboreszenz in einem Digraphen D, die alle Knoten von D enthélt.
Eine Arboreszenz enthilt einen besonderen Knoten, genannt Wurzel, von dem aus jeder
andere Knoten auf genau einem gerichteten Weg erreicht werden kann. Arboreszenzen
werden auch Wurzelbdume genannt. Ein Digraph, der keinen gerichteten Kreis enthélt,
heiflt azyklisch.
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2.1 Graphen und Digraphen: Wichtige Definitionen und Bezeichnungen

Ein Graph heifst zusammenhdngend, falls es zu jedem Paar von Knoten s, ¢ einen [s, t]-
Weg in G gibt. Ein Digraph D heifst stark zusammenhdngend, falls es zu je zwei Knoten s, t
von D sowohl einen gerichteten (s, t)-Weg als auch einen gerichteten (¢, s)-Weg in D gibt.
Die Komponenten (starken Komponenten) eines Graphen (Digraphen) sind die beziiglich
Kanteninklusion (Bogeninklusion) maximalen zusammenhéngenden Untergraphen von G
(maximalen stark zusammenhéngenden Unterdigraphen von D). Eine Komponente heiftt
ungerade Komponente, falls ihre Knotenzahl ungerade ist, andernfalls heifst sie gerade
Komponente.

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenmenge W C V heift trennend, falls G — W
unzusammenhéngend ist. Fiir Graphen G = (V, E), die keinen vollsténdigen Graphen
der Ordnung |V| enthalten, setzen wir x(G) := min{|W| | W C V ist trennend}. Die
Zahl k(G) heiltt Zusammenhangszahl (oder Knotenzusammenhangszahl) von G. Fiir jeden
Graphen G = (V, E), der einen vollstandigen Graphen der Ordnung |V'| enthélt, setzen
wir K(G) := |V| — 1. Falls k(G) > k, so nennen wir G k-fach knotenzusammenhdingend
(kurz: k-zusammenhdngend). Ein wichtiger Satz der Graphentheorie (Satz von Menger)
besagt, dass G k-fach zusammenhéngend genau dann ist, wenn jedes Paar s,t, s # t, von
Knoten durch mindestens k knotendisjunkte [s, ]-Wege miteinander verbunden ist. (Eine
Menge von [s,t]-Wegen heifit knotendisjunkt, falls keine zwei Wege einen gemeinsamen
inneren Knoten besitzen und die Menge der in den [s, t]-Wegen enthaltenen Kanten keine
parallelen Kanten enthélt.)

Eine Kantenmenge F' eines Graphen G = (V| E) heift trennend, falls G — F unzu-
sammenhéngend ist. Fiir Graphen G, die mehr als einen Knoten enthalten, setzen wir
AG) :=min{|F| | F C E trennend}. Die Zahl \(G) heikt Kantenzusammenhangszahl.
Fiir Graphen G mit nur einem Knoten setzen wir A(G) = 0. Falls A(G) > k, so nennen
wir G k-fach kantenzusammenhingend (kurz: k-kantenzusammenhdingend). Eine Versi-
on des Menger’schen Satzes besagt, dass G k-kantenzusammenhéangend genau dann ist,
wenn jedes Paar s,t,s # t, von Knoten durch mindestens k kantendisjunkte [s, t]-Wege
verbunden ist. Fiir Graphen G mit mindestens einem Knoten sind die Eigenschaften “G
ist zusammenhéngend”, “G ist 1-kantenzusammenhéngend” &quivalent.

Analoge Konzepte kann man in Digraphen definieren. Man benutzt hierbei den Zu-
satz “stark”, um den “gerichteten Zusammenhang” zu kennzeichnen. Wir sagen, dass ein
Digraph D = (V, A) stark k-zusammenhdngend (bzw. stark k-bogenzusammenhdngend)
ist, falls jedes Knotenpaar s,t,s # ¢ durch mindestens k knotendisjunkte (bzw. bogen-
disjunkte) (s,t)-Wege verbunden ist.

Wir setzen #(D) := max{k | D stark k-zusammenhéngend} und X(D) := max{k |
D stark k-bogenzusammenhéngend}; X(D) heift die starke Zusammenhangszahl von D,
X(D) die starke Bogenzusammenhangszahl von D.

Ein Kante e von G heift Bricke (oder Isthmus), falls G — e mehr Komponenten als G
hat. Ein Knoten v von G heikt Trennungsknoten (oder Artikulation), falls die Kanten-
menge F von G so in zwei nicht-leere Teilmengen Fy und Fs zerlegt werden kann, dass
V(E1)NV (E2) = {v} gilt. Ist G schlingenlos mit |V| > 2, dann ist v ein Trennungsknoten
genau dann, wenn {v} eine trennende Knotenmenge ist, d. h. wenn G — v mehr Kompo-
nenten als G besitzt. Ein zusammenhéngender Graph ohne Trennungsknoten wird Block
genannt. Blocke sind entweder isolierte Knoten, Schlingen oder Graphen mit 2 Knoten,
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2 Grundlagen und Notation

2-fach knotenzusammenhéangender
Graph (Block)

zusammenhangender, 2-fach kanten-
zusammenhangender, aber nicht 2-fach
knotenzusammenhéangender Graph

Abbildung 2.4: Ein Block und ein 2-fach kantenzusammenhéngender Graph, der kein
Block ist.

die durch eine Kante oder mehrere parallele Kanten verbunden sind oder, falls [V'| > 3, 2-
zusammenhéngende Graphen. Ein Block eines Graphen ist ein Untergraph, der ein Block
und maximal beziiglich dieser Eigenschaft ist. Jeder Graph ist offenbar die Vereinigung
seiner Blocke.

Abbildung zeigt einen 2-fach knotenzusammenhingenden Graphen (Block) sowie
einen zusammenhéngenden, 2-fach kantenzusammenhéngenden, aber nicht 2-fach kno-
tenzusammenhéngenden Graphen.

2.2 Lineare Algebra

2.2.1 Grundmengen
Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

N ={1,2,3,...} = Menge der natirlichen Zahlen,
7, = Menge der ganzen Zahlen,

Q = Menge der rationalen Zahlen,

R = Menge der reellen Zahlen,

Mit M, bezeichnen wir die Menge der nichtnegativen Zahlen in M fir M € {Z,Q,R}.
Wir betrachten @ und R als Koérper mit der iiblichen Addition und Multiplikation und
der kanonischen Ordnung “<”. Desgleichen betrachten wir IN und Z als mit den tiblichen
Rechenarten versehen. Wir werden uns fast immer in diesen Zahlenuniversen bewegen,
da diese die fiir die Praxis relevanten sind. Manche Séatze gelten jedoch nur, wenn wir
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2.2 Lineare Algebra

uns auf @ oder R beschrinken. Um hier eine saubere Trennung zu haben, treffen wir die
folgende Konvention. Wenn wir das Symbol

K

benutzen, so heifit dies immer das K einer der angeordneten Koérper R oder @ ist. Sollte
ein Satz nur fiir R oder nur fiir Q gelten, so treffen wir die jeweils notwendige Einschrén-
kung.

Fiir diejenigen, die sich fiir moglichst allgemeine Sdtze interessieren, sei an dieser Stel-
le folgendes vermerkt. Jeder der nachfolgend angegebenen Sétze bleibt ein wahrer Satz,
wenn wir als Grundkorper K einen archimedisch angeordneten Kérper wéahlen. Ein be-
kannter Satz besagt, dass jeder archimedisch angeordnete Korper isomorph zu einem
Unterkorper von R ist, der @ enthélt. Unsere Sétze bleiben also richtig, wenn wir statt
K € {Q, R} irgendeinen archimedisch angeordneten Koérper K mit Q C K C R wéhlen.

Wir koénnen in fast allen Sdtzen (insbesondere bei denen, die keine Ganzzahligkeits-
bedingungen haben) auch die Voraussetzung “archimedisch” fallen lassen, d. h. fast alle
Sétze gelten auch fiir angeordnete Korper. Vieles, was wir im K™ beweisen, ist auch in be-
liebigen metrischen Rdumen oder Rdumen mit anderen als euklidischen Skalarprodukten
richtig. Diejenigen, die Spaft an derartigen Verallgemeinerungen haben, sind eingeladen,
die entsprechenden Beweise in die allgemeinere Sprache zu iibertragen.

In dieser Vorlesung interessieren wir uns fiir so allgemeine Strukturen nicht. Wir ver-
bleiben in den (fiir die Praxis besonders wichtigen) Raumen, die iiber den reellen oder
rationalen Zahlen errichtet werden. Also, nochmals, wenn immer wir das Symbol K im
weiteren gebrauchen, gilt

K € {R,Q},
und K ist ein Kérper mit den iiblichen Rechenoperationen und Strukturen. Natiirlich ist
Ki={zecK|z>0}
Die Teilmengenbeziehung zwischen zwei Mengen M und N bezeichnen wir wie iiblich
mit M C N. Gilt M C N und M # N, so schreiben wir M C N. M \ N bezeichnet die
mengentheoretische Differenz {x € M |z ¢ N}.

2.2.2 Vektoren und Matrizen
Ist R eine beliebige Menge, n € IN, so bezeichnen wir mit
Rn

die Menge aller n-Tupel oder Vektoren der Liange n mit Komponenten aus R. (Aus
technischen Griinden ist es gelegentlich niitzlich, Vektoren 2 € RV, also Vektoren ohne
Komponenten, zu benutzen. Wenn wir dies tun, werden wir es explizit erwdhnen, andern-
falls setzen wir immer n > 1 voraus.) Wir betrachten Vektoren z = (z;)i=1,..n, € R"
immer als Spaltenvektoren d. h.

T1

Tn
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2 Grundlagen und Notation

Wollen wir mit Zeilenvektoren rechnen, so schreiben wir 7 (lies: = transponiert). Die
Menge K" ist bekanntlich ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K. Mit

n
ylo:=) ziy;
=1

bezeichnen wir das innere Produkt zweier Vektoren z,y € K™. Wir nennen = und y
senkrecht (orthogonal), falls 7y = 0 gilt. Der K™ ist fiir uns immer (wenn nichts anderes
gesagt wird) mit der euklidischen Norm

2] := VaTz

ausgestattet.
Fiir Mengen S, T C K™ und « € KK benutzen wir die folgenden Standardbezeichnungen
fiir Mengenoperationen

S+T ={x4+yecK'|xzeSyecT},
S—T ={z—yeK"|zeSyeT}
aS ={arx K" |z €S, }.

Einige Vektoren aus K" werden héufig auftreten, weswegen wir sie mit besonderen
Symbolen bezeichnen. Mit e; bezeichnen wir den Vektor aus K", dessen j-te Komponente
1 und dessen {iibrige Komponenten 0 sind. Mit 0 bezeichnen wir den Nullvektor, mit 1
den Vektor, dessen Komponenten alle 1 sind. Also

0
0 1
e;=| 1], 0= . 1=
0 .
: 0 1
0

Welche Dimension die Vektoren e;, 0, 1 haben, ergibt sich jeweils aus dem Zusammen-
hang.
Fiir eine Menge R und m,n € IN bezeichnet

RMM) oder R™*™

die Menge der (m,n)-Matrizen (m Zeilen, n Spalten) mit Eintrdgen aus R. (Aus tech-
nischen Griinden werden wir gelegentlich auch n = 0 oder m = 0 zulassen, d. h. wir
werden auch Matrizen mit m Zeilen und ohne Spalten bzw. n Spalten und ohne Zeilen
betrachten. Dieser Fall wird jedoch immer explizit erwahnt, somit ist in der Regel n > 1
und m > 1 vorausgesetzt.) Ist A € R("™™) so schreiben wir
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2.2 Lineare Algebra

und meinen damit, dass A die folgende Form hat

all a1 . A1n

asy ago . aon
A= ,

aml aGm2 ... Omn

Wenn nichts anderes gesagt wird, hat A die Zeilenindexmenge M = {1,...,m} und
die Spaltenindexmenge N = {1,...,n}. Die j-te Spalte von A ist ein m-Vektor, den wir
mit A.; bezeichnen,

Cbmj

Die i-te Zeile von A ist ein Zeilenvektor der Lange n, den wir mit A;. bezeichnen, d. h.
Ai = (a1, a:2, . . -, Gin).

Wir werden in dieser Vorlesung sehr haufig Untermatrizen von Matrizen konstruieren,
sie umsortieren und mit ihnen rechnen miissen. Um dies ohne Zweideutigkeiten durch-
fiihren zu konnen, fiilhren wir zuséatzlich eine etwas exaktere als die oben eingefiihrte
Standardbezeichnungsweise ein.

Wir werden — wann immer es aus technischen Griinden notwendig erscheint — die
Zeilen- und Spaltenindexmengen einer (m,n)-Matrix A nicht als Mengen sondern als
Vektoren auffassen. Wir sprechen dann vom

vollen Zeilenindexvektor M = (1,2,...,m)

vollen Spaltenindexvektor N = (1,2,...,n)

von A. Ein Zeilenindexvektor von A ist ein Vektor mit hochstens m Komponenten, der
aus M durch Weglassen einiger Komponenten von M und Permutation der iibrigen Kom-
ponenten entsteht. Analog entsteht ein Spaltenindexvektor durch Weglassen von Kompo-
nenten von N und Permutation der iibrigen Komponenten. Sind also

I = (i1,42,...,ip) ein Zeilenindexvektor von A und
J = (j1,72,---,Jq) ein Spaltenindexvektor von A,

so gilt immer ig,7; € {1,...,m} und is # 4 fir 1 < s < ¢t < m, und analog gilt
JsyJr €{1,...,n} und js # j; fiir 1 < s <t < n. Wir setzen

Aiygy Qiggy - -+ Qiggy
Qizj1 Qigjo

Arg =

aipjl a"ipj2 aiqu
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2 Grundlagen und Notation

und nennen Ay; Untermatriz von A. Ary ist also eine (p, q)-Matrix, die aus A dadurch
entsteht, dass man die Zeilen, die zu Indizes gehoren, die nicht in I enthalten sind, und
die Spalten, die zu Indizes gehoren, die nicht in J enthalten sind, streicht und dann die
so entstehende Matrix umsortiert.

Ist I = (i) und J = (j), so erhalten wir zwei Darstellungsweisen fiir Zeilen bzw. Spalten

von A:
Ay =4,
Apg =A;.

Aus Griinden der Notationsvereinfachung werden wir auch die folgende (etwas unsaubere)
Schreibweise benutzen. Ist M der volle Zeilenindexvektor von A und I ein Zeilenindex-
vektor, so schreiben wir auch

I1CM,

obwohl I und M keine Mengen sind, und fiir ¢ € {1,...,m} benutzen wir
i€l oderiédl,

um festzustellen, dass i als Komponente von I auftritt oder nicht. Analog verfahren wir
beziiglich der Spaltenindizes.

Gelegentlich spielt die tatsdchliche Anordnung der Zeilen und Spalten keine Rolle.
Wenn also z. B. I C{1,...,n} und J C {1,...,m} gilt, dann werden wir auch einfach
schreiben

AIJa

obwohl diese Matrix dann nur bis auf Zeilen- und Spaltenpermutationen definiert ist.
Wir werden versuchen, diese Bezeichnungen immer so zu verwenden, dass keine Zwei-
deutigkeiten auftreten. Deshalb treffen wir ab jetzt die Verabredung, dass wir — falls wir
Mengen (und nicht Indexvektoren) I und J benutzen — die Elemente von I = {i1,..., i}
und von J = {ji,..., jq} kanonisch anordnen, d. h. die Indizierung der Elemente von
und J sei so gewahlt, dass i1 < i2 < ... < ip und j1 < j2 < ... < Jg gilt. Bei dieser
Verabredung ist dann Ajy die Matrix die aus A durch Streichen der Zeilen ¢, i ¢ I, und
der Spalten j, j & J, entsteht.

Ist I C{1,...,m}und J C {1,...,n} oder sind I und J Zeilen- bzw. Splaltenindex-
vektoren, dann schreiben wir auch

A[. statt A[N

A.;  statt  Apny

Aj. entsteht also aus A durch Streichen der Zeilen i, ¢ ¢ I, A.; durch Streichen der
Spalten j, j & J.
Sind A, B € KM ¢ e K™ o e K, so sind

die Summe A + B,
das Produkt oA,
das Matrizprodukt AC
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2.2 Lineare Algebra

wie in der linearen Algebra iiblich definiert.

Fiir einige héufig auftretende Matrizen haben wir spezielle Symbole reserviert. Mit 0
bezeichnen wir die Nullmatrix (alle Matrixelemente sind Null), wobei sich die Dimension
der Nullmatrix jeweils aus dem Zusammenhang ergibt. (Das Symbol 0 kann also sowohl
eine Zahl, einen Vektor als auch eine Matrix bezeichnen). Mit I bezeichnen wir die
Einheitsmatrix. Diese Matrix ist quadratisch, die Hauptdiagonalelemente von [ sind Eins,
alle tibrigen Null. Wollen wir die Dimension von I betonen, so schreiben wir auch 7,, und
meinen damit die (n,n)-Einheitsmatrix. Diejenige (m,n)-Matrix, bei der alle Elemente
Eins sind, bezeichnen wir mit E. Wir schreiben auch E,, ,, bzw. E,, um die Dimension
zu spezifizieren (E,, ist eine (n,n)-Matrix). Ist z ein n-Vektor, so bezeichnet diag(x)
diejenige (n,n)-Matrix A = (a;;) mit a;; = x; (i =1,...,n) und a;; =0 (i # j).

Wir halten an dieser Stelle noch einmal Folgendes fest: Wenn wir von einer Matrix A
sprechen, ohne anzugeben, welche Dimension sie hat und aus welchem Bereich sie ist,
dann nehmen wir implizit an, dass A € IK(™") gilt. Analog gilt immer z € K", wenn sich
nicht aus dem Zusammenhang anderes ergibt.

2.2.3 Kombinationen von Vektoren, Hiillen, Unabhangigkeit

Ein Vektor z € K" heiftt Linearkombination der Vektoren x1, ...,z € K", falls es einen
Vektor A = (Aq,..., \) T € K* gibt mit

k
i=1

Gilt zusatzlich:

A>0 konische
M1=1 so heiftt x affine Kombination
A>0 und M1=1 konvexe
der Vektoren x1, ..., ). Diese Kombinationen heifien echt, falls weder A = 0 noch A = ¢;

fir ein j € {1,...,k} gilt.
Fiir eine nichtleere Teilmenge S C K" heifst

lin(5) lineare

cone(S) . konische .

aff(S) die offine Hiille von S, d. h.
conv(9) konveze

die Menge aller Vektoren, die als lineare (konische, affine oder konvexe) Kombination von
endlich vielen Vektoren aus S dargestellt werden konnen. Wir setzen aufterdem

lin(P) := cone(() := {0},
aff(0) := conv(() := 0.

Ist A eine (m,n)-Matrix, so schreiben wir auch

lin(A), cone(A), aff(A), conv(A)
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2 Grundlagen und Notation

und meinen damit die lineare, konische, affine bzw. konvexe Hiille der Spaltenvektoren
Aq,As,..., A, von A. Eine Teilmenge S C K" heift

linearer Raum S =lin(95)
Kegel falls S = cone(S)
affiner Raum S = aff(9)
konvexe Menge S = conv(S)

Die hier benutzten Begriffe sind iiblicher Standard, wobei fiir ,linearen Raum® in der
lineraren Algebra in der Regel Vektorraum oder Untervektorraum benutzt wird. Der Be-
griff Kegel wird jedoch — u.a. in verschiedenen Zweigen der Geometrie — allgemeiner
verwendet. ,,Unser Kegel“ ist in der Geometrie ein ,abgeschlossener konvexer Kegel®.
Eine nichtleere endliche Teilmenge S C K™ heifst linear (bzw. affin) unabhdngig, falls
kein Element von S als echte Linearkombination (bzw. Affinkombination) von Elementen
von S dargestellt werden kann. Die leere Menge ist affin, jedoch nicht linear unabhéngig.
Jede Menge S C K", die nicht linear bzw. affin unabhéngig ist, heifst linear bzw. affin
abhingig. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine linear (bzw. affin) unabhéngige
Teilmenge des K™ hochstens n (bzw. n+1) Elemente enthélt. Fir eine Teilmenge S C K"
heifst die Kardinalitit einer groften linear (bzw. affin) unabhéngigen Teilmenge von S
der Rang (bzw. affine Rang) von S. Wir schreiben dafiir rang(S) bzw. arang(S). Die
Dimension einer Teilmenge S C K", Bezeichnung: dim(S), ist die Kardinalitit einer
groften affin unabhéngigen Teilmenge von S minus 1, d. h. dim(S) = arang(S) — 1.
Der Rang einer Matriz A, bezeichnet mit rang(A), ist der Rang ihrer Spaltenvektoren.
Aus der linearen Algebra wissen wir, dass rang(A) mit dem Rang der Zeilenvektoren von
A iibereinstimmt. Gilt fiir eine (m, n)-Matrix A, rang(A) = min{m, n}, so sagen wir, dass
A wvollen Rang hat. Eine (n,n)-Matrix mit vollem Rang ist reguldr, d. h. sie besitzt eine
(eindeutig bestimmte) inverse Matrix (geschrieben A~!) mit der Eigenschaft AA~! = I.

2.3 Polyeder und lineare Programme

Ein wichtiger Aspekt der Vorlesung ist die Behandlung von Problemen der linearen Pro-
grammierung bzw. die Modellierung von kombinatorischen Optimierungsproblemen als
(ganzzahlige) lineare Programme. In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende
Begriffe der zugehorigen Theorie bereit, stellen dar, in welchen Formen lineare Program-
me vorkommen, und wie man sie ineinander transformiert. Schlieflich beweisen wir als
Einfithrung den schwachen Dualitétssatz.

(2.1) Definition.

a) Eine Teilmenge G C K™ heifit Hyperebene, falls es einen Vektor a € K™ \ {0} und
a € K gibt mat
G={rcK"|a"z=a}.

Der Vektor a heifst Normalenvektor zu G.
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2.3 Polyeder und lineare Programme

b) Eine Teilmenge H C K™ heifst Halbraum, falls es einen Vektor a € K™\ {0} und
a € K gibt mit
H={zcK"|a"z <a}.
Wir nennen a den Normalenvektor zu H. Die Hyperebene G = {x € K" | a’z = a}

heif$t die zum Halbraum H gehdrende Hyperebene oder die H berandende Hyperebene,
und H heifst der zu G gehérende Halbraum.

c) Eine Teilmenge P C K™ heifit Polyeder, falls es ein m € Z., eine Matriz A € K (mn)
und einen Vektor b € K™ gibt mit

P={zrecK"| Az <b}.
Um zu betonen, dass P durch A und b definiert ist, schreiben wir auch

P =P(A D) :={xec K" | Az < b}.

d) Ein Polyeder P heifst Polytop, wenn es beschrinkt ist, d. h. wenn es ein B € K,
B >0 gibt mit P C {x € K" | ||z|| < B}. A

Polyeder konnen wir natirlich auch in folgender Form schreiben

P(Ab) = [z € K" | Avx < bi}.
=1

Halbrédume sind offensichtlich Polyeder. Aber auch die leere Menge ist ein Polyeder, denn
) = {x | 0Tz < —1}, und der gesamte Raum ist ein Polyeder, denn K" = {z | 0Tz <
0}. Sind alle Zeilenvektoren A;. von A vom Nullvektor verschieden, so sind die bei der
obigen Durchschnittsbildung beteiligten Mengen Halbraume. Ist ein Zeilenvektor von A
der Nullvektor, sagen wir A;. = 07, so ist {x € K" | Aj.z < b1} entweder leer (falls
b1 < 0) oder der gesamte Raum K" (falls by > 0). Das heifit, entweder ist P(A,b) leer
oder die Mengen {z | A;. < b;} mit A;. = 0 konnen bei der obigen Durchschnittsbildung
weggelassen werden. Daraus folgt

Jedes Polyeder P # K" ist Durchschnitt von endlich vielen Halbrdumen.

Gilt P = P(A,b), so nennen wir das Ungleichungssystem Ax < b ein P definierendes
System (von linearen Ungleichungen). Sind o > O und 1 < i < j < m, so gilt offensichtlich

P(A,b) =P(A,b)N{x | cdix < abi}N{z | (A + Aj.)z < b; + bj}.

Daraus folgt, dass A und b zwar P = P(A, b) eindeutig bestimmen, dass aber P unendlich
viele Darstellungen der Form P (D, d) hat.
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2 Grundlagen und Notation

Abbildung 2.5: Darstellung des Polyeders aus Beispiel (2.2)).

(2.2) Beispiel. Wir betrachten das Ungleichungssystem

21 <5
—2x9 <1
—xr1— T2 < —1
2z1 + 922 < 23
6x1 — 229 < 13

Hieraus erhalten wir die folgende Matrix A und den Vektor b:

2 0 5
0 -2 1
A=|-1 —1], b»=|-1
2 9 23
6 —2 13

Das Polyeder P = P(A, b) ist die Losungsmenge des obigen Ungleichungssystems (|1 .

und ist in Abbildung [2.5] graphisch dargestellt.

Die Mengen zuldssiger Losungen linearer Programme treten nicht immer in der Form
Ax < b auf. Haufig gibt es auch Gleichungen und vorzeichenbeschriankte Variable. Vor-
zeichenbeschriankungen sind natiirlich auch lineare Ungleichungssysteme, und ein Glei-
chungssytem Dx = d kann in der Form von zwei Ungleichungssystemen Dz < d und

—Dz < —d geschrieben werden. Allgemeiner gilt
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2.3 Polyeder und lineare Programme

(2.4) Bemerkung. Die Losungsmenge des Systems

Bz 4+ Cy =c
Dz + By <d
x >0

rzeKP, yelkK?

ist ein Polyeder. A

Beweis. Setze n :=p+ ¢ und

B C c
-B -C —c
A= D £ | b= d
-1 0 0

Dann ist P(A,b) die Losungsmenge des vorgegebenen Gleichungs- und Ungleichungssys-
tems. O

Ein spezieller Polyedertyp wird uns haufig begegnen, weswegen wir fiir ihn eine beson-
dere Bezeichnung wihlen wollen. Fiir A € K™ b € K™ setzen wir

P=(Ab) :={z € K" | Az = b,z > 0}.

Nicht alle Polyeder kénnen in der Form P=(A, b) dargestellt werden, z. B. nicht P = {z €
K|z <1}

Wir werden spéter viele Sétze iiber Polyeder P beweisen, deren Aussagen darstel-
lungsabhdngig sind, d. h. die Art und Weise, wie P gegeben ist, geht explizit in die
Satzaussage ein. So werden sich z. B. die Charakterisierungen gewisser Polyedereigen-
schaften von P(A,b) (zumindest formal) von den entsprechenden Charakterisierungen
von P=(A,b) unterscheiden. Darstellungsabhéngige Sétze wollen wir jedoch nur einmal
beweisen (normalerweise fiir Darstellungen, bei denen die Resultate besonders einprig-
sam oder einfach sind), deshalb werden wir uns nun Transformationsregeln iiberlegen,
die angeben, wie man von einer Darstellungsweise zu einer anderen und wieder zuriick
kommt.

(2.5) Transformationen.

Regel I: Einfihrung von Schlupfvariablen
Gegeben seien a € K", o € K. Wir schreiben die Ungleichung

alz <a (2.6)
in der Form einer Gleichung und einer Vorzeichenbeschriankung

dr+y=a, y>0. (2.7)
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2 Grundlagen und Notation

y ist eine neue Variable, genannt Schlupfvariable. Es gilt:

x erfiillt (2.6) — <;j) erfilllt (2.7) fir y = o — o’
(i) erfillt @.7) = o erfiillt (2.7).

Allgemein: Ein Ungleichungssystem Az < b kann durch Einfiihrung eines
Schlupfvariablenvektors y transformiert werden in ein Gleichungssystem mit
Vorzeichenbedingung Ax+y = b, y > 0. Zwischen den Losungsmengen dieser
beiden Systeme bestehen die oben angegebenen Beziehungen. P(A,b) und
{(;) € K" | Az + Iy = b,y > 0} sind jedoch zwei durchaus verschiedene
Polyeder in verschiedenen Vektorrdumen.

Regel II: Finfithrung von vorzeichenbeschrinkten Variablen

Ist = eine (eindimensionale) nicht vorzeichenbeschrankte Variable, so kon-
nen wir zwei vorzeichenbeschrinkte Variablen ™ und 2z~ einfiihren, um z
darzustellen. Wir setzen

T—27 mit zt>0, 27 >0. A
Mit den Regeln [I| und [II] aus konnen wir z. B. jedem Polyeder P(A,b) C K" ein
Polyeder P=(D,d) C K?"*™ wie folgt zuordnen. Wir setzen
D:=(A,—-A1L,), d:=b,
d. h. es gilt
P=(D,d) = {(az,y,z) ERK*™™ | Az — Ay + 2 =b,z,y,2 > O}.

Es ist tiblich, die oben definierten Polyeder P(A, b) und P=(D,d) dquivalent zu nennen.
Hierbei hat “Aquivalenz” folgende Bedeutung. Fiir z € K" sei

et = (], 20T mit z = max{0, z;},
7= (zy,...,2;)" mit x; = max{0, —z;}.
Dann gilt:
zt
x € P(Ab) = x| € P7(D,d) fir z=b— Ax
z
u
v|eP (D,d = z:=u—vePAD).
w

Besonders einfache Polyeder, auf die sich jedoch fast alle Aussagen der Polyedertheorie
zuriickfithren lassen, sind polyedrische Kegel.
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2.3 Polyeder und lineare Programme

(2.8) Definition. Ein Kegel C' C K™ heifit polyedrisch genau dann, wenn C' ein Polyeder
1st. A

(2.9) Bemerkung. Ein Kegel C C K" ist genau dann polyedrisch, wenn es eine Matrix
A € KM gibt mit
C = P(A,0). A

Beweis. Gilt C' = P(A,0), so ist C ein Polyeder und offensichtlich ein Kegel.

Sei C' ein polyedrischer Kegel, dann existieren nach Definition eine Matrix A
und ein Vektor b mit C' = P(A,b). Da jeder Kegel den Nullvektor enthélt, gilt 0 = A0 < b.
Angenommen, es existiert ein T € C mit AT £ 0, d. h. es existiert eine Zeile von A, sagen
wir A;., mit ¢ := A, T > 0. Da C ein Kegel ist, gilt AT € C fiir alle A € K. Jedoch fiir
A= % + 1 gilt einerseits AT € C und andererseits A;.(AZ) = At > b;, ein Widerspruch.
Daraus folgt, fiir alle z € C' gilt Az < 0. Hieraus ergibt sich C' = P(A4,0). O

In der folgenden Tabelle haben wir alle moglichen Transformationen aufgelistet.
Sie soll als “Nachschlagewerk” dienen.

Eine wichtige Eigenschaft von linearen Programmen ist die Tatsache, dass man ef-
fizient erkennen kann, ob ein gegebener Punkt tatsdchlich der gesuchte Optimalpunkt
ist oder nicht. Dahinter steckt die sogenannte Dualitdtstheorie, die wir anhand unseres
Einfiihrungsbeispiels aus Kapitel erldutern wollen. Durch Anwenden der Transforma-
tionsregeln konnen wir das LP (1.3 in der Form

min —6s + ¢ (2.10a)
st > -1 (2.10b)
s—t>—1 (2.10c)

s >2 (2.10d)

—s > -3 (2.10e)
t>0 (2.10f)

—t>-3. (2.10g)

schreiben. Wir wollen nun zeigen, dass der Punkt z* = (3,2) mit Zielfunktionswert —16
minimal ist.

Ein Weg, dies zu beweisen, besteht darin, untere Schranken fiir das Minimum zu finden.
Wenn man sogar in der Lage ist, eine untere Schranke zu bestimmen, die mit dem Ziel-
funktionswert einer Losung des Ungleichungssystems {ibereinstimmt, ist man fertig: Der
Zielfunktionswert irgendeiner Losung ist immer eine obere Schranke, und wenn untere
und obere Schranke gleich sind, ist der optimale Wert gefunden.

Um eine untere Schranke fiir die Zielfunktion —6s + ¢ zu finden, kénnen wir uns zu-
néchst die Schranken der Variablen anschauen. Wegen Ungleichung haben wir
—6s > —18. Zusammen mit Ungleichung erhalten wir —6s+4¢ > —18. Um zu die-

ser unteren Schranke zu gelangen, haben wir positive Vielfache der Variablenschranken
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2 Grundlagen und Notation

Tabelle 2.1: Transformationen zwischen Polyedern.

Transformation
By = d By < d
nach By <d
y =2 0 y > 0
von
A b (A,—A)y=10 A —A b
Az =10 ’ <
! <—A>y§<—b> —A A )=
y=0 >0
hierbei ist y =z y=
-(+) -
i = max{0,z;} e =<)
z; = max{0,—z;}
Ar < b Ay < b (A=A, y=0> (A, -A)y<b
y = z y=0 y=>0
xt xt
- - ()
b— Ax
Axr =0 A b Ay =0
—A <|-b A b
T ) R NEA Py
y =
Az <b (A1>y5<3) (A, D)y =b Ay <b
>0 y =20 y >0
y=x
y==x
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2.3 Polyeder und lineare Programme

so addiert, das wir auf der linken Seite die Zielfunktion erhalten. (Da unsere Ungleichun-
gen alle in der Form “>” geschrieben sind, diirfen wir nur positiv skalieren, denn zwei
Ungleichungen ajx; 4+ aszxo < o und byxy + bexs > B kann man nicht addieren.) Natiir-
lich kénnen wir dies mit allen Nebenbedingungsungleichungen machen, um so potenziell
bessere untere Schranken zu bekommen. Gibt jede beliebige Skalierung und Addition
eine untere Schranke? Machen wir noch einen Versuch. Addieren wir die Ungleichun-
gen (2.10b)) und (2.10€)), so erhalten wir —2s + ¢ > —4. Das hilft uns nicht weiter, denn
die linke Seite der Ungleichung kann nicht zum Abschétzen der Zielfunktion benutzt
werden: Damit die rechte Seite der neuen Ungleichung eine untere Schranke fiir die Ziel-
funktion liefert, muss auf der linken Seite jeder Koeffizient hichstens so grofi sein wie
der entsprechende Koeffizient der Zielfunktion.

Diese Erkenntnisse liefern uns ein neues mathematisches Problem. Wir suchen nicht-
negative Multiplikatoren (Skalierungsfaktoren) der Ungleichungen l) mit
gewissen Eigenschaften. Multiplizieren wir die Ungleichungen mit 1, ..., ys, so darf die
Summe —y; + y2 + y3 — y4 nicht den Wert des ersten Koeffizienten der Zielfunktion (also
—6) tiberschreiten. Analog darf die Summe y; —y2+y5—yg nicht den Wert 1 iiberschreiten.
Und die y; sollen nicht negativ sein. Ferner soll die rechte Seite der Summenungleichung,
also —y1 — y2 + 2y3 — 3y4 — 3yg so grok wie moglich werden. Daraus folgt, dass wir die
folgende Aufgabe 16sen missen:

max —y1 —y2 +2y3 — 3y — 3y (2.11a)
—y1 ty2 +ys —y < -6 (2.11b)

Y1 — Y2 +ys —ye <1 (2.11c)

Yi, Y2, Y3, Y4 Y5, Y = 0. (2.11d)

Auch (2.11)) ist ein lineares Programm. Aus unseren Uberlegungen folgt, dass der Ma-
ximalwert von ([2.11]) hochstens so grofs ist wie der Minimalwert von (1.3)), da jede Losung
von (2.11)) eine untere Schranke fiir (1.3) liefert. Betrachten wir z. B. den Punkt

y* =(1,0,0,5,0,0).

Durch Einsetzen in die Ungleichungen von sieht man dass y* alle Ungleichungen
erfiillt. Addieren wir also zu Ungleichung das 5-fache der Ungleichung , SO
erhalten wir

—6s+t > —16.

Damit wissen wir, dass der Minimalwert von (1.3) mindestens —16 ist. Der Punkt
x* = (3,2) liefert gerade diesen Wert, er ist also optimal. Und auferdem ist y* eine

Optimallésung von ((2.11)).
Die hier dargestellten Ideen bilden die Grundgedanken der Dualitdtstheorie der li-

nearen Programmierung, und sie sind aufterordentlich niitzlich bei der Entwicklung von
Algorithmen und in Beweisen. In der Tat haben wir bereits ein kleines Resultat erzielt,
das wir wie folgt formal zusammenfassen wollen.

(2.12) Satz. Es seienc € R", b e R™, und A sei eine reelle (m,n)-Matriz. Betrachten
wir die Aufgaben
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(P) min{c’z | Az > b,x > 0} und
(D) max {y"b|y"A <cT,y >0},

dann gilt Folgendes: Seien xo € R™ und yo € R™ Punkte mit Axg > b, xg > 0 und
ydA<cl, yo >0, dann gilt
yépb < cho. A

Beweis. Durch einfaches Einsetzen:

Yo b < yg (Azo) = (yg A)wo < ! 'xo. O

Satz wird schwacher Dualititssatz genannt, (D) heift das zu (P) duale LP und
(P) wird in diesem Zusammenhang als primales LP bezeichnet. Fiir Optimalldsungen x*
und y* von (P) bzw. (D) gilt nach y*Th < c'z*, das duale Problem liefert also stets
eine untere Schranke fiir das primale Problem. Wir werden spéter zeigen, dass in diesem
Falle sogar immer y*7b = cT'z* gilt. Diese starke Dualitit, also das Ubereinstimmen
der Optimalwerte von (P) und (D) ist allerdings nicht ganz so einfach zu beweisen wie

Satz ([2.12).

Die schwache Dualitat tibertragt sich auch auf ganzzahlige lineare Programme, fiir die
jedoch im Allgemeinen kein starker Dualitétssatz gilt. Genauer gilt folgender Zusammen-
hang:

min {c’z | Az > b,z > 0,2 € Z}
>min{c’z | Az > b,z >0}

=max {y'b|yTA< T,y >0}

>max {yb|yTA< T, y>0,ycZ}.
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3 Diskrete Optimierungsprobleme

Dieses Kapitel enthélt eine Liste von algorithmischen Fragestellungen der Graphentheo-
rie. Wir werden — neben historisch interessanten Aufgaben — insbesondere Optimie-
rungsprobleme auffiithren, die ein weites Anwendungsspektrum besitzen.

3.1 Kombinatorische Optimierungsprobleme

Bevor wir auf graphentheoretische Optimierungsprobleme eingehen, fithren wir kombi-
natorische Optimierungsprobleme in allgemeiner Form ein.

(3.1) Definition (Allgemeines kombinatorisches Optimierungsproblem). Ge-
geben seien eine endliche Menge T und eine Funktion f : T — R, die jedem Element von
T einen “Wert” zuordnet. Gesucht ist ein Element I* € I, so daff f(I*) so grof$ (oder
klein) wie maglich ist. A

Eine Problemformulierung dieser Art ist relativ sinnlos, da iiber ein Problem, das wie
oben gegeben ist, kaum verniinftige mathematische Aussagen gemacht werden konnen.
Algorithmisch ist auf triviale Weise 16sbar: man durchlaufe alle Elemente I von Z,
werte die Funktion f(I) aus und wéhle das Element [* mit dem groften (oder kleinsten)
Wert f(I*) aus. Falls die Elemente I € Z algorithmisch bestimmbar und f(I) auswertbar
ist, hat der eben beschriebene Enumerationsalgorithmus eine sogenannte lineare Laufzeit,
da jedes Element von Z nur einmal betrachtet wird.

Die iiblicherweise auftretenden kombinatorischen Optimierungsprobleme sind jedoch
auf andere, wesentlich strukturiertere Weise gegeben. Die Menge Z ist nicht durch ex-
plizite Angabe aller Elemente spezifiziert sondern implizit durch die Angabe von Eigen-
schaften, die die Elemente von Z haben sollen. Ebenso ist die Funktion f nicht punktweise
sondern durch “Formeln” definiert.

In dieser Vorlesung wollen wir uns hauptséchlich auf den folgenden Problemtyp kon-
zentrieren.

(3.2) Definition (Komb. Optimierungsproblem mit linearer Zielfunktion).
Gegeben seien eine endliche Menge E (genannt Grundmenge), eine Teilmenge I der
Potenzmenge 2% von E (die Elemente von T heiflen zuldssige Mengen oder zulissige
Losungen) und eine Funktion ¢ : E — R. Fir jede Menge F C E definieren wir ihren
“Wert” durch

eeF

und wir suchen eine Menge I* € T, so dass c¢(I*) so grof$ (oder klein) wie méglich ist. A\
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3 Diskrete Optimierungsprobleme

Zur Notationsvereinfachung werden wir in Zukunft einfach kombinatorisches Optimie-
rungsproblem sagen, wenn wir ein Problem des Typs (3.2) meinen. Da ein derartiges
Problem durch die Grundmenge E, die zuldssigen Losungen Z und die Zielfunktion ¢ de-
finiert ist, werden wir kurz von einem kombinatorischen Optimierungsproblem (E,Z, )
sprechen.

Die Zielfunktion haben wir durch Formulierung bereits sehr speziell strukturiert.
Aber Problem ist algorithmisch immer noch irrelevant, falls wir eine explizite An-
gabe von Z unterstellen. Wir werden nachfolgend (und im Verlaufe der Vorlesung noch
sehr viel mehr) Beispiele des Typs kennenlernen. Fast alle der dort auftretenden
zulédssigen Mengen lassen sich auf folgende Weise charakterisieren:

7 ={I C E | I hat Eigenschaft II}.

Wir werden uns damit beschéftigen, welche Charakteristika die Eigenschaft IT haben
muss, damit die zugehorigen Probleme (E,Z,c) auf einfache Weise gelost werden kon-
nen. Nehmen wir an, dass F insgesamt n Elemente enthélt, dann fiihrt natiirlich jede
Eigenschaft IT, die impliziert, dass Z (relativ zu n) nur sehr wenige Elemente enthélt, da-
zu, dass (F,Z, ¢) einfach 16sbar ist, falls man die Elemente von Z explizit angeben kann.
Typischerweise haben jedoch die interessanten kombinatorischen Optimierungsprobleme
eine Anzahl von Losungen, die exponentiell in n ist, etwa n! oder 2". Eine vollstdndige
Enumeration der Elemente solcher Mengen ist offenbar auch auf den grofsten Rechnern
(fiir z. B. n > 40) nicht in ,verntnftiger Zeit“ durchfithrbar. Das Ziel der kombinatori-
schen Optimierung besteht — kurz und vereinfachend gesagt — darin, Algorithmen zu
entwerfen, die (erheblich) schneller als die Enumeration aller Lésungen sind.

3.2 Klassische Fragestellungen der Graphentheorie

Nachfolgend werden eine Reihe von graphentheoretischen Problemen skizziert, die die
Entwicklung der Graphentheorie nachhaltig beeinflusst haben.

(3.3) Euler und das Konigsberger Briickenproblem. Fast jedes Buch iiber Gra-
phentheorie (Geben Sie einfach einmal “Konigsberg bridges” in Google ein.) enthélt einen
Stadtplan von Kénigsberg und erldutert, wie Euler die Konigsberger Karte zu dem Gra-
phen aus Abbildung [3.1] “abstrahiert” hat.

Euler hat die Frage untersucht, ob es in diesem “Konigsberger Briickengraphen” einen
geschlossenen Pfad gibt, der alle Kanten genau einmal enthélt. Heute nennen wir einen
solchen Pfad Eulertour. Er hat das Problem nicht nur fiir den Graphen aus Abbildung 3.1]
gelost, sondern fiir alle Graphen: Ein Graph enthélt eine Eulertour genau dann, wenn er
zusammenhéngend ist und jeder Knoten einen geraden Grad hat. Diesen Satz hat Euler
1736 bewiesen und damit die Graphentheorie begriindet. Hinweise zur Geschichte des
Konigsberger Briickenproblems und zu verwandten Optimierungsproblemen finden Sie
u. a. in |Grotschel and Yuan| (2012). YA

(3.4) Das Haus vom Nikolaus. Jeder kennt die Aufgabe aus dem Kindergarten:
Zeichne das Haus des Nikolaus, sieche Abbildung in einem Zug!
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Abbildung 3.1: Das Kénigsberger Briickenproblem.

O

Abbildung 3.2: Das Haus vom Nikolaus.

Was hat diese Fragestellung mit dem Konigsberger Briickenproblem zu tun? VAN

(3.5) Hamiltonsche Kreise. Der irische Mathematiker Sir William Hamilton (z.B.
durch die “Erfindung” der Quaternionen bekannt) hat sich Ende der 50er Jahre des 19.
Jahrhunderts mit Wege-Problemen beschéftigt und sich besonders dafiir interessiert, wie
man auf dem Dodekaedergraphen, sieche Abbildung Kreise findet, die alle Knoten
durchlaufen (heute hamiltonsche Kreise genannt) und die noch gewissen Zusatzanforde-
rungen geniigen. Er fand diese Aufgabe so spannend, dass er sie als Spiel vermarktet hat
(offenbar nicht sonderlich erfolgreich). Ein Exemplar dieses Spiels mit dem Namen “The
Icosian Game” befindet sich noch in der Bibliothek des Trinity College in Dublin, Irland,
sieche Abbildung

Die Aufgabe, in einem Graphen, einen Hamiltonkreis zu finden, sieht so dhnlich aus
wie das Problem, eine Eulertour zu bestimmen. Sie ist aber viel schwieriger. Das hamilto-
nische Graphen-Problem hat sich spéter zum Travelling-Salesman-Problem “entwickelt”.
Historische Bemerkungen hierzu findet man zum Beispiel in Applegate et al.| (2006)
und |Cook! (2012). AN

(3.6) Farbung von Landkarten. Nach |Aigner| (1984), der die Entwicklung der Gra-
phentheorie anhand der vielfiltigen Versuche, das 4-Farben-Problem zu 16sen, darstellt,
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Abbildung 3.3: Graph mit einem Hamilton-Kreis.

Abbildung 3.4: The Icosian Game.
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Abbildung 3.5: Abbildung (a) ist eine Karte von Deutschland mit seinen Bundesldndern.
In (b) reprasentiert jede Landeshauptstadt ihr zugehoriges Bundesland.
Die Nachbarschaft eines jeden Knoten besteht aus den entsprechenden
Nachbarldndern.

begann die mathematische Beschéftigung mit dem Farbungsproblem im Jahre 1852 mit
einem Brief von Augustus de Morgan an William Hamilton:

“Ein Student fragte mich heute, ob es stimmt, dass die Lénder jeder Karte stets mit
hochstens 4 Farben gefarbt werden konnen, unter der Mafigabe, dass angrenzende Lénder
verschiedene Farben erhalten.” Der Urheber der Frage war Francis Guthrie.

Aus einer Landkarte kann man einen Graphen machen, indem jedes Land durch einen
Knoten représentiert wird und je zwei Knoten genau dann durch eine Kante verbunden
werden, wenn die zugehorigen Lénder benachbart sind. Abbildung 3.5 (a) zeigt die Karte
der deutschen Bundesldnder. Der “Bundesldndergraph” in Abbildung (b) hat daher
je einen Knoten fiir die 16 Lénder und einen weiteren Knoten fiir die “Aufsenwelt”. Dieser
Knoten ist mit allen Bundeslanderknoten verbunden, die an das Ausland oder das Meer
(wie etwa Niedersachsen) grenzen.

“Landkartengraphen” kann man nach Konstruktion in die Ebene so zeichnen, dass sich
je zwei Kanten (genauer: die Linien, die die Kanten in der Ebene représentieren) nicht
schneiden (aufer natiirlich in ihren Endpunkten, wenn sie einen gemeinsamen Knoten
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besitzen). Landkartengraphen sind also planar. Das 4-Farben-Problem (in etwas allge-
meinerer Form) lautet dann: “Kann man die Knoten eines planaren Graphen so farben,
dass je zwei benachbarte Knoten verschiedene Farben besitzen?”

Der Weg zur Losung des 4-Farben-Problems war sehr lang, siehe hierzu |Aigner| (1984) .
Die erste vollstandige Losung (unter Zuhilfenahme von Computerprogrammen) wurde
1976/1977 von K. Appel und W. Haken vorgelegt. Die Dokumentation eines transparen-
ten Beweises von N. Robertson, D.P. Sanders, P. Seymour und R. Thomas, der weiterhin
auf der Uberpriifung vieler Einzelfille durch Computerprogramme beruht, ist auf der
Homepage von Robin Thomas zu finden:

http://www.math.gatech.edu/"thomas/FC/fourcolor.html. A

(3.7) Planaritat. Durch das 4-Farben-Problem gelangte die Frage, wann kann man
einen Graphen so in die Ebene einbetten, dass sich je zwei Kanten nicht iiberschneiden,
in den Fokus der Forschung. Natiirlich wurde sofort verallgemeinert: “Finde eine ‘gute’
Charakterisierung dafiir, dass ein Graph in die Ebene, auf dem Torus, in die projektive
Ebene, auf Henkelflichen etc. iberschneidungsfrei einbettbar ist.”

Kuratowski gelang 1930 ein entscheidender Durchbruch. Es ist einfach zu sehen, dass
weder der vollstandige Graph K5 noch der vollsténdige Graph K33 planar sind. Kura-
towski bewies, dass jeder nicht-planare Graph einen der Graphen K5 oder K33 “enthalt”.
Das heifst, ist G' nicht planar, so kann man aus G durch Entfernen und durch Kontrak-
tion von Kanten entweder den K5 oder den K33 erzeugen. Dies ist auch heute noch ein
keineswegs triviales Ergebnis. A

3.3 Graphentheoretische Optimierungsprobleme: Einige
Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir mehrere Beispiele von kombinatorischen Optimierungs-
problemen, die sich mit Hilfe von Graphentheorie formulieren lassen, und einige ihrer
Anwendungen auflisten. Diese Sammlung ist nicht im geringsten vollstéindig, sondern
umfasst nur einige in der Literatur héufig diskutierte oder besonders anwendungsnahe
Probleme. Wir benutzen dabei gelegentlich englische Namen, die mittlerweile auch im
Deutschen zu Standardbezeichnungen geworden sind. Fast alle der nachfolgend aufge-
flihrten “Probleme” bestehen aus mehreren eng miteinander verwandten Problemtypen.
Wir gehen bei unserer Auflistung so vor, dass wir meistens zunédchst die graphentheore-
tische Formulierung geben und dann einige Anwendungen skizzieren.

(3.8) Kiirzeste Wege. Gegeben seien ein Digraph D = (V, A) und zwei verschiedene
Knoten u,v € V, stelle fest, ob es einen gerichteten Weg von u nach v gibt. Falls das so ist,
und falls “Entfernungen” ¢;; > 0 fiir alle (¢, j) € A bekannt sind, bestimme einen kiirzesten
gerichteten Weg von w nach v (d. h. einen (u,v)-Weg P, so dass ¢(P) minimal ist).
Dieses Problem wird tiblicherweise Problem des kiirzesten Weges (shortest path problem)
genannt. Zwei interessante Varianten sind die folgenden: Finde einen kiirzesten (u, v)-Weg
gerader bzw. ungerader Linge (d. h. mit gerader bzw. ungerader Bogenzahl).
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Das Problem des kiirzesten Weges gibt es auch in einer ungerichteten Version. Hier
sucht man in einem Graphen G = (V| F) mit Entfernungen ¢, > 0 fiir alle e € E bei
gegebenen Knoten u,v € V, # v, einen kiirzesten [u,v]-Weg. Analog kann man nach
einem kiirzesten Weg gerader oder ungerader Linge fragen.

Natiirlich kann man in allen bisher angesprochenen Problemen, das Wort “kiirzester”
durch “langster” ersetzen und erhélt dadurch Probleme der lingsten Wege verschiedener
Arten. Hétten wir beim Problem des kiirzesten Weges nicht die Beschrankung ¢;; > 0 fiir
die Zielfunktionskoeffizienten, wiren die beiden Problemtypen offensichtlich dquivalent.
Aber so sind sie es nicht! Ein Spezialfall (Zielfunktion ¢, = 1 fiir alle e € E) des Problems
des ldngsten Weges ist das Problem zu entscheiden, ob ein Graph einen hamiltonschen
Weg von v nach v enthalt. A

Anwendungen dieses Problems und seiner Varianten sind offensichtlich. Alle Routenpla-
ner, die im Internet zur Fahrstreckenplanung angeboten werden oder zur Unterstiitzung
von Autofahrern in Navigationssysteme eingebaut sind, basieren auf Algorithmen zur
Bestimmung kiirzester Wege. Die Route jeder im Internet verschickten Nachricht wird
ebenfalls durch (mehrfachen) Aufruf eines Kiirzeste-Wege-Algorithmus ermittelt. Eine
Anwendung aus der Wirtschafts- und Sozialgeographie, die nicht unbedingt im Gesichts-
feld von Mathematikern liegt, sei hier kurz erwédhnt. Bei Fragen der Raumordnung und
Landesplanung werden sehr umfangreiche Erreichbarkeitsanalysen angestellt, um Ein-
zugsbereiche (bzgl. Straken-, Nahverkehrs- und Bahnanbindung) festzustellen. Auf diese
Weise werden Mittel- und Oberzentren des ldndlichen Raumes ermittelt und Versor-
gungsgrade der Bevolkerung in Bezug auf Arzte, Krankenhéuser, Schulen etc. bestimmt.
Ebenso erfolgen Untersuchungen beziiglich des Arbeitsplatzangebots. Alle diese Analy-
sen basieren auf einer genauen Ermittlung der Strafen-, Bus- und Bahnentfernungen (in
Kilometern oder Zeiteinheiten) und Algorithmen zur Bestimmung kiirzester Wege in den
“Verbindungsnetzwerken”.

(3.9) Das Zuordnungsproblem (assignment problem). Gegeben sei ein bipartiter
Graph G = (V, E) mit Kantengewichten ¢, € R fiir alle e € E, gesucht ist ein Matching
in G maximalen Gewichts. Man nennt dieses Problem das Matchingproblem in bipartiten
Graphen oder kurz bipartites Matchingproblem. Haben die beiden Knotenmengen in der
Bipartition von V gleiche Kardinalitdt und sucht man ein perfektes Matching minima-
len Gewichts, so spricht man von einem Zuordnungsproblem. Es gibt noch eine weitere
Formulierung des Zuordnungsproblems. Gegeben sei ein Digraph D = (V, A), der auch
Schlingen haben darf, mit Bogengewichten (meistens wird unterstellt, dass D vollstiandig
ist und Schlingen hat), gesucht ist eine Bogenmenge minimalen Gewichts, so dass jeder
Knoten von D genau einmal Anfangs- und genau einmal Endknoten eines Bogens aus B
ist. (B ist also eine Menge knotendisjunkter gerichteter Kreise, so dass jeder Knoten auf
genau einem Kreis liegt. Eine Schlinge wird hierbei als ein gerichteter Kreis aufgefasst.)
Wir wollen dieses Problem gerichtetes Zuordnungsproblem nennen. A

Das Zuordnungsproblem hat folgende “Anwendung”. Gegeben seien n Manner und n
Frauen, fiir 1 < 4,5 < n sei ¢;; ein “Antipathiekoeffizient”. Gesucht ist eine Zuordnung
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von Ménnern zu Frauen (Heirat), so dass die Summe der Antipathiekoeffizienten minimal
ist. Dieses Problem wird haufig Heiratsproblem genannt.

Das Matchingproblem in bipartiten Graphen kann man folgendermafen interpretieren.
Ein Betrieb habe m offene Stellen und n Bewerber fiir diese Positionen. Durch Tests hat
man herausgefunden, welche Fignung Bewerber ¢ fiir die Stelle j hat. Diese “Kompetenz”
sei mit ¢;; bezeichnet. Gesucht wird eine Zuordnung von Bewerbern zu Positionen, so
dass die “Gesamtkompetenz’ maximal wird.

Das Zuordnungsproblem und das Matchingproblem in bipartiten Graphen sind offenbar
sehr dhnlich, die Beziehungen zwischen dem Zuordnungsproblem und seiner gerichteten
Version sind dagegen nicht ganz so offensichtlich. Dennoch sind diese drei Probleme in
folgendem Sinne “dquivalent”. man kann sie auf sehr einfache Weise ineinander trans-
formieren, d. h. mit einem schnellen Algorithmus zur Losung des einen Problems kann
man die beiden anderen Probleme 16sen, ohne komplizierte Transformationsalgorithmen
einzuschalten.

Transformationstechniken, die einen Problemtyp in einen anderen iiberfithren, sind
auflerordentlich wichtig und zwar sowohl aus theoretischer als auch aus praktischer Sicht.
In der Theorie werden sie dazu benutzt, Probleme nach ihrem Schwierigkeitsgrad zu
klassifizieren (siehe Kapitel , in der Praxis ermoglichen sie die Benutzung eines einzigen
Algorithmus zur Losung der verschiedensten Probleme und ersparen daher erhebliche
Codierungs- und Testkosten. Anhand der drei vorgenannten Probleme wollen wir nun
derartige Transformationstechniken demonstrieren.

Bipartites Matchingsproblem — Zuordnungsproblem. Angenommen wir haben ein
Matchingproblem in einem bipartiten Graphen und wollen es mit einem Algorithmus
fiir Zuordnungsprobleme 16sen. Das Matchingproblem ist gegeben durch einen bipartiten
Graphen G = (V, E) mit Bipartition Vi, Vo und Kantengewichten ¢, € R fiir alle e € E.
O. B. d. A. kénnen wir annehmen, dass m = |Vi| < |Va| = n gilt. Zur Menge V; fiigen
wir n — m neue Knoten W (kiinstliche Knoten) hinzu. Wir setzen V{ := V4 U W. Fiir
je zweil Knoten i € V{ und j € V4, die nicht in G benachbart sind, fiigen wir eine neue
(kiinstliche) Kante 75 hinzu. Die Menge der so hinzugefiigten Kanten nennen wir E’, und
den Graphen (V{ U Va, E U E’) bezeichnen wir mit G’. G’ ist der vollstandige bipartite
Graph K, ,,. Wir definieren neue Kantengewichte ¢, wie folgt:

0 falls e € E'
c'e:: 0 falls e €¢ E und c. <0
—c, fallse€ Fundc. >0

Losen wir das Zuordnungsproblem beziiglich G’ mit den Gewichten ¢,, e € F U F’,
so erhalten wir ein perfektes Matching M’ minimalen Gewichts beziiglich ¢/. Es ist nun
einfach zu sehen, dass

M:={ee M|, <0}

ein Matching in G ist, das maximal beziiglich der Gewichtsfunktion c ist.
Zuordnungsproblem — gerichtetes Zuordnungsproblem. Wir zeigen nun, dass man
das Zuordnungsproblem mit einem Algorithmus fiir das gerichtete Zuordnungsproblem
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16sen kann. Gegeben sei also ein bipartiter Graph G = (V, E) mit Bipartition V7, Vo und
Kantengewichten c.. Es gelte Vi = {u1,uo,..., u,}, Vo = {v1,v2,...,v,}. Wir definieren
einen Digraphen D = (W, A) mit W = {w1, ..., w,}. Zwei Knoten w;, w; € W sind genau
dann durch einen Bogen (w;, w;) verbunden, wenn w;v; € E gilt. Das Gewicht ¢/ ((w;, w;))
des Bogens (wj, wj) sei das Gewicht c(u;v;) der Kante u;v;. Ist B eine minimale Losung
des gerichteten Zuordnungsproblems beziiglich D und ¢/, so ist

M = {uv; € E | (w;,w;) € B}

offenbar ein minimales perfektes Matching in G beziiglich der Gewichtsfunktion c. Es ist
ebenfalls sofort klar, dass das gerichtete Zuordnungsproblem beziiglich D eine Lésung
genau dann hat, wenn G ein perfektes Matching enthélt.

Gerichtetes Zuordnungsproblem — bipartites Matchingproblem. Schliefslich wollen wir
noch vorfiihren, dass man das gerichtete Zuordnungsproblem auf das Matchingproblem
in bipartiten Graphen zuriickfithren kann. Gegeben sei also ein Digraph D = (W, A)
mit W = {wi,...,w,} und Bogengewichten c((w;,w;)) fiir alle (w;,w;) € A. Wir
definieren einen bipartiten Graphen G = (V, E) mit Bipartition Vi = {ui,...,uy},
Vo = {v1,...,v,} und Kantenmenge E := {u;v; | (w;,w;) € A}. Es seien

z := n(max{|c((w;, wj))| : (w;,w;) € A}) +1

und
d (uvj) == —c((wi,wy)) + 2.

Nach Konstruktion gilt, dass jedes Matching in G mit k£ Kanten ein geringeres Gewicht
hat als ein Matching mit k+1 Kanten, £ = 0,...,n—1. Daraus folgt, dass es eine Lésung
des gerichteten Zuordnungproblems beziiglich D genau dann gibt, wenn jedes maximale
Matching M beziiglich G und ¢’ perfekt ist. Ist dies so, dann ist

B .= {(wi,wj) €A | UV; € M}

eine minimale Losung des gerichteten Zuordnungsproblems mit Gewicht ¢(B) = —c/(M)+
nz.

(3.10) Das Matchingproblem. Die Grundversion dieses Problems ist die folgende. Ge-
geben sei ein Graph G = (V, F) mit Kantengewichten c, fiir alle e € E. Ist ein Matching
M von G maximalen Gewichts ¢(M) gesucht, so heifst dieses Problem Matchingproblem.
Sucht man ein perfektes Matching minimalen Gewichts, so wird es perfektes Matching-
problem genannt.

Diese Probleme kénnen wie folgt verallgemeinert werden. Gegeben seien zusétzlich
nichtnegative ganze Zahlen b, fiir alle v € V' (genannt Gradbeschrinkungen) und u, fiir
alle e € E (genannt Kantenkapazititen). Ein (perfektes) b-Matchingist eine Zuordnung
. von nichtnegativen ganzen Zahlen zu den Kanten e € E, so dass fiir jeden Knoten
v € V die Summe der Zahlen z. iiber die Kanten e € FE, die mit v inzidieren, héchs-
tens (exakt) b, ist. Das unkapazitierte (perfekte) b-Matchingproblem ist die Aufgabe ein
(perfektes) b-Matching (z¢)ecr zu finden, so dass ) .y cere maximal (minimal) ist.
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Vs Y6

V3 V4 u3 U.4 W3 W4
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Abbildung 3.6: Die Abbildung entspricht z. B. dem ungeraden [u,v]-Weg (u,v7,vg,v)
das perfekte Matching M = {uju7, wrws, uguz, usws, uswy, usws } und
umgekehrt.

Sollen die ganzzahligen Kantenwerte z. fiir alle e € E zuséatzlich noch die Kapazitéts-
schranken 0 < z, < w, erfiillen, so spricht man von einem (perfekten) u-kapazitierten
b-Matchingproblem. A

An dieser Stelle wollen wir noch eine — nicht offensichtliche — Problemtransformation
vorfithren. Und zwar wollen wir zeigen, dass die Aufgabe, in einem ungerichteten Graphen
G = (V, E) mit Kantengewichten ¢, > 0 fiir alle e € E einen kiirzesten Weg ungerader
Lange zwischen zwei Knoten w,v € V zu bestimmen, mit einem Algorithmus fiir das
perfekte Matchingproblem gel6st werden kann. Und zwar konstruieren wir aus G einen
neuen Graphen G’ wie folgt. Nehmen wir an, dass V' = {vy,...,v,} gilt. Die Graphen
G1 = (U, Ey) mit U := {u1,...,up} und Gy = (W, Ey) mit W := {wy,...,w,} seien
knotendisjunkte isomorphe Bilder (also Kopien) von G, so dass die Abbildungen v; — u;
und v; — w;, © = 1,...,n Isomorphismen sind. Aus G5 entfernen wir die Bilder der
Knoten u und v, dann verbinden wir die iibrigen Knoten w; € W mit ihren isomorphen
Bildern u; € U durch eine Kante u;w;. Diese neuen Kanten wu;w; erhalten das Gewicht
c(u;w;) = 0. Die Kanten aus G; und Gz — {u, v}, die ja Bilder von Kanten aus G sind,
erhalten das Gewicht ihrer Urbildkanten. Der Graph G’ entsteht also aus der Vereini-
gung von G mit Go — {u, v} unter Hinzufiigung der Kanten w;w;, siche Abbildung
Man {iberlegt sich leicht, dass jedes perfekte Matching in G’ einer Kantenmenge in G
entspricht, die einen ungeraden [u, v]-Weg in G enthélt und dass jedes minimale perfekte
Matching in G’ einen minimalen ungeraden [u, v]-Weg bestimmt.

Hausaufgabe. Finden Sie eine dhnliche Konstruktion, die das Problem, einen kiirzesten
[u, v]-Weg gerader Lange zu bestimmen, auf ein perfektes Matchingproblem zuriickfiihrt!
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(3.11) Wilder, Baume, Branchings, Arboreszenzen. Gegeben sei ein Graph G =
(V, E) mit Kantengewichten ¢, € R fiir alle e € E. Die Aufgabe, einen Wald W C FE zu
finden, so dass ¢(WW) maximal ist, heifft Problem des mazimalen Waldes.

Die Aufgabe einen Baum 7' C E zu finden, der G aufspannt und dessen Gewicht ¢(7")
minimal ist, heilt Problem des minimalen aufspannenden Baumes (minimum spanning
tree problem). Diese beiden Probleme haben auch eine gerichtete Version.

Gegeben sei ein Digraph D = (V, A) mit Bogengewichten ¢, € R fiir alle a € A.
Die Aufgabe, ein Branching B C A maximalen Gewichts zu finden, heifst mazimales
Branching-Problem, die Aufgabe, eine Arboreszenz (mit vorgegebener Wurzel r) von
D minimalen Gewichts zu finden, heiflt minimales Arboreszenz-Problem (r-Arboreszenz-
Problem). A

Die im folgenden Punkt zusammengefassten Probleme gehéren zu den am meisten
untersuchten und anwendungsreichsten Problemen.

(3.12) Routenplanung. Gegeben seien n Stéadte und Entfernungen ¢;; zwischen diesen,
gesucht ist eine Rundreise ( Tour), die durch alle Stédte genau einmal fiihrt und minimale
Lénge hat. Haben die Entfernungen die Eigenschaft, dass ¢;; = c¢j; gilt, 1 <1 < j < n,
so nennt man dieses Problem symmetrisches Travelling-Salesman-Problem (TSP), an-
dernfalls heifst es asymmetrisches TSP. Graphentheoretisch 1aft sich das TSP wie folgt
formulieren. Gegeben sei ein vollstdndiger Graph (oder Digraph) G mit Kantengewich-
ten (oder Bogengewichten), gesucht ist ein (gerichteter) hamiltonscher Kreis minimaler
Lénge. Beim TSP geht man durch jeden Knoten genau einmal, beim (gerichteten) Chi-
nesischen Postbotenproblem (Chinese postman problem) durch jede Kante (jeden Bogen)
mindestens einmal, d. h. in einem Graphen (Digraphen) mit Kantengewichten (Bogen-
gewichten) wird eine Kette (gerichtete Kette) gesucht, die jede Kante (jeden Bogen)
mindestens einmal enthélt und minimale Lénge hat.

Zu diesen beiden Standardproblemen gibt es hunderte von Mischungen und Varianten.
Z. B., man sucht eine Kette, die durch einige vorgegebene Knoten und Kanten mindestens
einmal geht und minimale Lénge hat; man legt verschiedene Ausgangspunkte (oder De-
pots) fest, zu denen man nach einer gewissen Streckenldnge wieder zurtickkehren muss,
etc. Fine relativ allgemeine Formulierung ist die folgende. Gegeben ist ein gemischter
Graph mit Knotenmenge V', Kantenmenge E und Bogenmenge A. Ferner sind eine Men-
ge von Depots W C V. von denen aus Reisen gestartet werden miissen, eine Menge
U C V von Knoten, die mindestens einmal besucht werden miissen, und eine Menge
B C EU A von Kanten und Bégen, die mindestens einmal durchlaufen werden miissen.
Gesucht sind geschlossene Ketten von Kanten und gleichgerichteten Bogen, so dass jede
dieser Folgen mindestens (oder genau) einen der Knoten aus W enthélt und die Verei-
nigung dieser Ketten jeden Knoten aus U und jede Kante (Bogen) aus B mindestens
einmal enth&lt und minimale Lange hat. A

Anwendungen dieser Probleme in der Routenplanung von Lieferwagen, von Strafen-
kehrmaschinen, der Miillabfuhr, von Speditionen etc. sind offensichtlich. Aber auch bei
der Steuerung von NC-Maschinen (zum automatischen Bohren, Loten oder Schweifen)
oder der Verdrahtung von Leiterplatten (z. B. von Testbussen) tritt das TSP (oder eine
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Abbildung 3.8: Optimale Tour fiir 666 Stiadte weltweit.

seiner Varianten) auf. Abbildungzeigt eine Leiterplatte, durch die 441 Locher gebohrt
werden miissen. Links unten ist der Startpunkt, an den der Bohrkopf nach Beendigung des
Arbeitsvorganges zuriickkehrt, damit eine neue Platte in die Maschine eingelegt werden
kann. Abbildung[3.7)zeigt eine optimale Losung dieses 442-Stadte-T'SP. Die Bohrmaschine
muss eine Weglange von 50.069 Einheiten zuriickzulegen.
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Abbildung 3.9: Optimale Routen fiir die Wartung der Telefonzellen in der hollandischen
Stadt Haarlem.

Abbildung zeigt 666 Stadte auf der Weltkugel. Wahlt man die “Luftliniendistanz”
(beziiglich eines Grofkreises auf der Kugel) als Entfernung zwischen zwei Stadten, so
zeigt Abbildung eine kiirzeste Rundreise durch die 666 Orte dieser Welt. Die Lénge
dieser Reise ist 294 358 km lang. Abbildungen und sind |Grotschel and Holland
(1991) entnommen. Im Internet finden Sie unter der URL:
http://www.math.princeton.edu/tsp/ interessante Informationen zum TSP sowie wei-
tere Bilder von TSP-Beispielen. Daten zu vielen TSP-Beispielen wurden von G. Reinelt
gesammelt und sind unter der folgenden URL zu finden:

http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/software/TSPLIB95/
Der beste zur Zeit verfiigbare Code zur Losung von TSPs ist zu finden unter
http://www.tsp.gatech.edu/concorde/

In Abbildung sind die eingezeichneten Punkte Standorte von Telefonzellen in der
holldndischen Stadt Haarlem. Der Stern in der Mitte ist das Postamt. Die Aufgabe ist
hier, eine Routenplanung fiir den sich wéchentlich wiederholenden Telefonzellenwartungs-
dienst zu machen. Die einzelnen Touren starten und enden am Postamt (diese Verbin-
dungen sind nicht eingezeichnet) und fiithren dann so zu einer Anzahl von Telefonzellen,
dass die Wartung aller Telefonzellen auf der Tour innerhalb einer Schicht durchgefiihrt
werden kann.

Als Travelling-Salesman-Problem lassen sich auch die folgenden Anwendungsprobleme
formulieren:
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e Bestimmung einer optimalen Durchlaufreihenfolge der Fliissigkeiten (Chargen) in
einer Mehrproduktenpipeline (Minimierung Reinigungszeiten),

e Bestimmung der optimalen Verarbeitungsfolge von Lacken in einer Groflackiererei
(Minimierung Reinigungszeiten),

e Bestimmung einer Reihenfolge des Walzens von Profilen in einem Walzwerk, so
dass die Umriistzeiten der Walzstrafie minimiert werden,

e Bestimmung der zeitlichen Reihenfolge von archéologischen Fundstitten (Grab-
legungsreihenfolge von Grébern in einem Gréberfeld, Besiedlungsreihenfolge von
Orten) aufgrund von Ahnlichkeitsmafen (Distanzen), die durch die aufgefundenen
Fundstiicke definiert werden, sieche hierzu (Gertzen and Grotschel (2012)).

Umfangreiche Information iiber das TSP, seine Varianten und Anwendungen kann man
in den Sammelbénden Lawler et al.| (1985) und |Gutin and Punnen| (2002) finden.

(3.13) Stabile Mengen, Cliquen, Knoteniiberdeckungen. Gegeben sei ein Graph
G = (V, E) mit Knotengewichten ¢, € R fiir alle v € V. Das Stabile-Mengen-Problem
ist die Aufgabe, eine stabile Menge S C V' zu suchen, so dass ¢(S) maximal ist, das
Cliquenproblem die Aufgabe, eine Clique @) C V zu suchen, so dass ¢(Q)) maximal ist,
und das Knotentiberdeckungsproblem die Aufgabe, eine Knoteniiberdeckung K C V zu
suchen, so dass ¢(K) minimal ist. A

Die drei oben aufgefiihrten Probleme sind auf triviale Weise ineinander iiberfithrbar. Ist
namlich S C V eine stabile Menge in G, so ist S eine Clique im komplementiren Graphen
G von G und umgekehrt. Also ist das Stabile-Menge-Problem fiir G' mit Gewichtsfunk-
tion ¢ nicht anders als das Cliquenproblem fiir G mit derselben Gewichtsfunktion und
umgekehrt. Ist ferner S C V eine stabile Menge in G, so ist V' \ S eine Knoteniiber-
deckung von G. Daraus folgt, dass zu jeder gewichtsmaximalen stabilen Menge S die
zugehorige Knoteniiberdeckung V' \ S gewichtsminimal ist und umgekehrt. Das Stabile-
Menge-Problem, das Cliquenproblem und das Knoteniiberdeckungsproblem sind also drei
verschiedene Formulierungen einer Aufgabe. Anwendungen dieser Probleme finden sich
z. B. in folgenden Bereichen:

e Einsatzplanung von Flugzeugbesatzungen

e Busfahrereinsatzplanung

Tourenplanung im Behindertentransport

Auslegung von Fliefbéndern

Investitionsplanung

Zuordnung von Wirtschaftspriifern zu Priiffeldern

Entwurf von optimalen fehlerkorrigierenden Codes
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Schaltkreisentwurf

Standortplanung

Wiedergewinnung von Information aus Datenbanken

Versuchsplanung
e Signaliibertragung.

Aber auch das folgende Schachproblem kann als Stabile-Menge-Problem formuliert wer-
den: Bestimme die maximale Anzahl von Damen (oder Tiirmen, oder Pferden etc.), die
auf einem n x n Schachbrett so plaziert werden konnen, dass keine eine andere schligt.

(3.14) Farbungsprobleme. Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Zusétzlich seien Kno-
tengewichte b, fir alle v € V' gegeben. Die Aufgabe, eine Folge von (nicht notwendiger-
weise verschiedenen) stabilen Mengen Si,...,S; von G zu suchen, so dass jeder Knoten
in mindestens b, dieser stabilen Mengen enthalten und ¢ minimal ist, heillt (gewichte-
tes) Knotenfirbungsproblem oder kurz Féarbungsproblem. Beim (gewichteten) Kantenfdr-
bungsproblem sind statt Knotengewichten Kantengewichte c., e € F, gegeben und gesucht
ist eine Folge von (nicht notwendigerweise verschiedenen) Matchings M, ..., My, so dass
jede Kante in mindestens c. dieser Matchings enthalten und s so klein wie moglich ist.A

Das geographische Farbungsproblem ist uns schon in begegnet. Hat man eine
Férbung der Lénder, so dass je zwei benachbarte Léander verschieden gefarbt sind, so
entspricht jede Gruppe von Landern gleicher Farbe einer stabilen Menge in G. Hat man
umgekehrt eine Zerlegung der Knotenmenge von G in stabile Mengen, so kann man jeweils
die Lénder, die zu den Knoten einer stabilen Menge gehéren mit derselben Farbe belegen
und erhélt dadurch eine zulédssige Landkartenfarbung. Das Landkartenfarbungsproblem
ist also das Knotenfarbungsproblem des zugehorigen Graphen mit b, = 1 fiir alle v € V.

Die Aufgabe, in einer geographischen Region die Sendefrequenzen von Rundfunksen-
dern (oder Mobilfunkantennen) so zu verteilen, dass sich die Sender gegenseitig nicht
storen und alle Rundfunkteilnehmer, die fiir sie gedachten Programme auch empfangen
konnen, kann man als Farbungsproblem (mit weiteren Nebenbedingungen) formulieren.

(3.15) Schnittprobleme. Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit Kantengewichten
ce € R fiir alle e € E. Das Problem, einen Schnitt §(17) in G zu finden mit maximalem
Gewicht c¢(0(W)), heikt Maz-Cut-Problem. Sind alle Kantengewichte ¢, nicht-negativ, so
nennt man das Problem, einen Schnitt minimalen Gewichts in G zu finden, Min-Cut-

Problem. A

Das Min-Cut-Problem ist in der Theorie der Netzwerkfliisse sehr wichtig (siehe Kapitel
6).
Das Max-Cut-Problem hat z. B. eine interessante Anwendung in der Physik, und zwar
kann man beim Studium magnetischer Eigenschaften von Spingldsern im Rahmen des
Ising Modells die Aufgabe, einen Grundzustand (energieminimale Konfiguration bei 0°
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K) zu bestimmen, als Max-Cut-Problem formulieren. Ich will diese Anwendung kurz
skizzieren.

Ein Spinglas besteht aus nichtmagnetischem Material, das an einigen Stellen durch
magnetische Atome “verunreinigt” ist. Man interessiert sich fiir die Energie des Systems
und die Orientierung der magnetischen Atome (Verunreinigungen) bei 0° K, also fiir
den so genannten (gefrorenen) Grundzustand des Spinglases. Dieser Grundzustand ist
experimentell nicht herstellbar, und die Physiker haben unterschiedliche, sich z. T. wi-
dersprechende Theorien iiber einige Eigenschaften dieses Grundzustandes.

Mathematisch wird dieses Problem wie folgt modelliert. Jeder Verunreinigung i wird
ein Vektor S; € R3 zugeordnet, der (bei einem gegebenen Bezugssytem) die Orientierung
des Atomes im Raum, d. h. den magnetischen Spin, beschreibt. Zwischen zwei Verunrei-
nigungen i, j besteht eine magnetische Interaktion, die durch

Hij = J(rij)Si- S

beschrieben wird, wobei J(7;;) eine Funktion ist, die vom Abstand r;; der Verunreini-
gungen abhéngt, und S; - §; das innere Produkt der Vektoren S;, S; ist. In der Praxis
wird J (bei gewissen physikalischen Modellen) wie folgt bestimmit:

J(rij) == cos(Krij)/r% ,

wobei K eine materialabhiingige Konstante ist (z. B. K = 2.4x 108). Die gesamte Energie
einer Spinkonfiguration ist gegeben durch

H=-Y Jry)Si-Si+> F-Si,

wobei F ein duferes magnetisches Feld ist. (Der Einfachheit halber nehmen wir im fol-
genden an F' = 0.) Ein Zustand minimaler Energie ist also dadurch charakterisiert, dass
Z J(T’U)S, . Sj maximal ist.

Das hierdurch gegebene Maximierungsproblem ist mathematisch kaum behandelbar.
Von Ising wurde folgende Vereinfachung vorgeschlagen. Statt jeder beliebigen raumlichen
Orientierung werden jeder Verunreinigung nur zwei Orientierungen erlaubt: “Nordpol
oben” oder “Nordpol unten”. Die dreidimensionalen Vektoren 5; werden dann in diesem
Modell durch Variable s; mit Werten in der zweielementigen Menge {1,—1} ersetzt.
Unter Physikern besteht Ubereinstimmung dariiber, dass dieses Ising-Modell das wahre
Verhalten gewisser Spinglasern gut widerspiegelt. Das obige Maximierungsproblem lautet
dann beziiglich des Ising Modells:

max{z J(Tij)SiSj ’ S; € {—1, 1}} .

Nach dieser durch die Fachwissenschaftler vorgenommenen Vereinfachung ist der Schritt
zum Max-Cut-Problem leicht. Wir definieren einen Graphen G = (V| E), wobei jeder
Knoten aus V' eine Verunreinigung représentiert, je zwei Knoten 4,j sind durch eine
Kante verbunden, die das Gewicht ¢;; = —J(r;;) tragt. (Ist r;; grok, so ist nach De-
finition ¢;; sehr klein, und {iblicherweise werden Kanten mit kleinen Gewichten c¢;; gar
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nicht beriicksichtigt). Eine Partition von V' in V; und V5 entspricht einer Orientierungs-
festlegung der Variablen, z. B. V; := {i € V | i représentiert eine Verunreinigung mit
Nordpol oben}, Vo := {i € V' | der Nordpol von i ist unten}. Bei gegebenen Orientierun-
gen der Atome (Partition Vi, V5 von V) ist die Energie des Spinglaszustandes also wie

folgt definiert:
Z cz-j—Zcij—Zcij.

1€V1,j€VR i,jEV1 i,jEVa

Der Zustand minimaler Energie kann also durch Maximierung des obigen Ausdrucks
bestimmt werden. Addieren wir zu diesem Ausdruck die Konstante C' := Zi,je\/ Cij, SO
folgt daraus, dass der Grundzustand eines Spinglases durch die Losung des Max-Cut
Problems
max{z Z ¢ij | Vi, Vo Partition von V'}
i€V jeVa

bestimmt werden kann. Eine genauere Darstellung und die konkrete Berechnung von
Grundzustédnden von Spingldsern (und weitere Literaturhinweise) kann man in Baraho-
na et al.| (1988) finden. Dieses Paper beschreibt auch eine Anwendung des Max-Cut-
Problems im VLSI-Design und bei der Leiterplattenherstellung: Die Lagenzuweisung von
Leiterbahnen, so dass die Anzahl der Kontaktlécher minimal ist.

(3.16) Standortprobleme. Probleme dieses Typs tauchen in der englischsprachigen
Literatur z. B. unter den Namen Location oder Allocation Problems, Layout Planning,
Facilities Allocation, Plant Layout Problems oder Facilities Design auf. Ihre Vielfalt
ist (dhnlich wie bei (3.12)) kaum in wenigen Zeilen darstellbar. Ein (relativ allgemei-
ner) Standardtyp ist der folgende. Gegeben sei ein Graph (oder Digraph), dessen Kno-
ten Stadte, Wohnbezirke, Bauplatze, mogliche Fabrikationsstétten etc. reprisentieren,
und dessen Kanten Verkehrsverbindungen, Strafen, Kommunikations- oder Transport-
moglichkeiten etc. darstellen. Die Kanten besitzen “Gewichte”, die z. B. Entfernungen
etc. ausdriicken. Wo sollen ein Krankenhaus, ein Flughafen, mehrere Polizei- oder Feuer-
wehrstationen, Warenhéuser, Anlieferungslager, Fabrikationshallen ... errichtet werden,
so dass ein “Optimalitatskriterium” erfiillt ist? Hierbei tauchen héufig Zielfunktionen auf,
die nicht linear sind. Z. B. soll ein Feuerwehrdepot so stationiert werden, dass die maxi-
male Entfernung vom Depot zu allen Wohnbezirken minimal ist; drei Auslieferungslager
sollen so errichtet werden, dass jedes Lager ein Drittel der Kunden bedienen kann und
die Summe der Entfernungen der Lager zu ihren Kunden minimal ist bzw. die maximale
Entfernung minimal ist. A

(3.17) Lineare Anordnungen und azyklische Subdigraphen. Gegeben sei ein
vollstandiger Digraph D,, = (V, A) mit Bogengewichten c¢((i,7)) fur alle (7,j) € A. Das
Problem, eine lineare Reihenfolge der Knoten, sagen wir iq,...,i,, zu bestimmen, so
dass die Summe der Gewichte der Bogen, die konsistent mit der linearen Ordnung sind
(also 23;11 > a=pr1 c((ip,iq))), maximal ist, heilt Linear-Ordering-Problem. Das Azyk-
lische-Subdigraphen-Problem ist die Aufgabe, in einem Digraphen D = (V, A) mit Bo-
gengewichten eine Bogenmenge B C A zu finden, die keinen gerichteten Kreis enthélt
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und deren Gewicht maximal ist. Beim Feedback-Arc-Set-Problem sucht man eine Bogen-
menge minimalen Gewichts, deren Entfernung aus dem Digraphen alle gerichteten Kreise
zerstort. VAN

Die drei in genannten Probleme sind auf einfache Weise ineinander transfor-
mierbar. Diese Probleme haben interessante Anwendungen z. B. bei der Triangulation
von Input-Output-Matrizen, der Rangbestimmung in Turniersportarten, im Marketing
und der Psychologie. Weitergehende Informationen finden sich in |Grotschel et al. (1984)

und in Reinelt| (1985)). Einige konkrete Anwendungsbeispiele werden in den Ubungen
behandelt.

(3.18) Entwurf kostengiinstiger und ausfallsicherer Telekommunikationsnetz-
werke. Weltweit wurden in den letzten Jahren (und das geschieht weiterhin) die Kupfer-
kabel, die Telefongespréche etc. iibertragen, durch Glasfaserkabel ersetzt. Da Glasfaserka-
bel enorm hohe Ubertragungskapazititen haben, wurden anfangs die stark “vermaschten”
Kupferkabelnetzwerke durch Glasfasernetzwerke mit Baumstruktur ersetzt. Diese Netz-
werkstrukturen haben jedoch den Nachteil, dass beim Ausfall eines Verbindungskabels
(z. B. bei Baggerarbeiten) oder eines Netzknotens (z. B. durch einen Brand) grofe Netz-
teile nicht mehr miteinander kommunizieren kénnen. Man ist daher dazu iibergegangen,
Telekommunikationsnetzwerke mit hoherer Ausfallsicherheit wie folgt auszulegen. Zu-
néchst wird ein Graph G = (V) E) bestimmt; hierbei représentiert V' die Knotenpunkte,
die in einem Telekommunikationsnetz verkniipft werden sollen, und E stellt die Verbin-
dungen zwischen Knoten dar, die durch das Zichen eines direkten (Glasfaser-) Verbin-
dungskabels realisiert werden konnen. Gleichzeitig wird geschitzt, was das Legen einer
direkten Kabelverbindung kostet. Anschliefsend wird festgelegt, welche Sicherheitsanfor-
derungen das Netz erfiillen soll. Dies wird so gemacht, dass man fiir je zwei Knoten
bestimmt, ob das Netz noch eine Verbindung zwischen diesen beiden Knoten besitzen
soll, wenn ein, zwei, drei ... Kanten oder einige andere Knoten ausfallen. Dann wird
ein Netzwerk bestimmt, also eine Teilmenge F' von F, so dass alle Knoten miteinander
kommunizieren kénnen, alle Sicherheitsanforderungen erfiillt werden und die Baukosten
minimal sind. Mit Hilfe dieses Modells (und zu seiner Losung entwickelter Algorithmen)
werden z. B. in den USA Glasfasernetzwerke fiir so genannte LATA-Netze entworfen und
ausgelegt, siehe |Grotschel et al. (1992) und |Grotschel et al.| (1995). Abbildung [3.10(a)|
zeigt das Netzwerk der moglichen direkten Kabelverbindungen in einer grofsen Stadt in
den USA, Abbildung zeigt eine optimale Losung. Hierbei sind je zwei durch ein
Quadrat gekennzeichnete Knoten gegen den Ausfall eines beliebigen Kabels geschiitzt
(d. h. falls ein Kabel durchschnitten wird, gibt es noch eine (nicht notwendig direk-
te, sondern auch iiber Zwischenknoten verlaufende) Verbindung zwischen je zwei dieser
Knoten, alle iibrigen Knotenpaare wurden als relativ unwichtig erachtet und mussten
nicht gegen Kabelausfille geschiitzt werden. A

(3.19) Betrieb von Gasnetzen. Gasnetze sind ein wichtiger Teil der européischen Gas-
versorgung. Durch die physikalischen Eigenschaften von Gasen sowie die zur Gasbefor-
derung eingesetzte Technik unterscheiden sich addquate mathematische Modelle deutlich
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Abbildung 3.10: Abbildung (a) stellt ein Telekommunikationsnetz dar. In Abbildung (b)
ist eine Optimallosung des kostengiinstigsten Telekommunikationsnetzes
in diesem Graphen zu sehen.

von denen fiir z. B. Telekommunikationsnetze. Insbesondere sind nicht nur (Gas)Fliisse
relevant, sondern auch die Driicke des Gases an verschiedenen Stellen des Netzes. In
Rohren verringert sich der Druck des Gases wegen der Reibung am Rohr. Daher muss in
bestimmten Absténden der Druck durch sogenannte Kompressoren wieder erhoht wer-
den. Aus technischen Griinden gibt es aufserdem Druckregler, die den Druck reduzieren,
sowie Ventile, um den Gasfluss zu steuern.

Ein Gasnetz kann (stark vereinfacht) modelliert werden als ein Digraph G = (V, A),
wobei jeder Bogen a € A ein Element (Rohr, Ventil, Druckregler, Kompressor) des Gas-
netzes reprasentiert. Der Gasfluss liber einen Bogen a € A sei 2, € R, der Druck an
einem Knoten v € V sei p, € R4, und die Ein- bzw. Ausspeisung in v sei d, € R. An
jedem Knoten v € V gilt die Flusserhaltungsgleichung

d, + Z Tq — Z zq =0,
a€d—(v) a€dt(v)

d.h. Gas, dass in einen Knoten hineinstromt, verlasst ihn auch wieder.
Fiir jedes Element a = (u,v) € A gilt, je nach Elementtyp, eine Beziehung zwischen
Fluss und Druck. Fiir ein Rohr a = (u,v) gilt approximativ der Zusammenhang

pz - pz = aa‘ra|xa‘a

wobei die Konstante « die physikalischen Eigenschaften des Rohres abbildet. Ein Reg-
ler a = (u,v) kann in seiner Betriebsrichtung den Druck in gewissen Grenzen unabhéngig
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vom Fluss verringern, d. h. es gilt

Du zpu_Aa

mit maximaler Druckverringerung A, falls , > 0 und p, = p, sonst. Analog kann
ein Verdichter den Druck in Betriebsrichtung erhéhen. Ein Ventil a = (u,v) erlaubt es,
einzelne Komponenten zu sperren und damit Druck und Fluss vor und hinter dem Ventil
zu entkoppeln, d. h. es gilt

Ventil a geschlossen: 1z, =0, Du, Pv beliebig,
Ventil a gedffnet: x, beliebig, p, = py.

Eine interessante Frage ist zum Beispiel, ob der Ein- und Ausspeisevektor d = (d,)yev
im Gasnetz realisiert werden kann. Durch die (nichtlineare) Abhéngigkeit des Gasflusses
von den Driicken und der Méglichkeit, das Verhalten von Elementen des Netzes zwischen
sehr verschiedenen Zustdnden umzuschalten, ist diese Frage viel schwerer zu beantworten
als flir Netzwerkflussprobleme ohne Druck-Fluss-Koppelung, die wir spéter betrachten
werden. A
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4 Komplexitatstheorie und Speicherung
von Graphen

In diesem Kapitel fiihren wir einige der Grundbegriffe der Komplexitatstheorie ein, die
fiir die algorithmische Graphentheorie und die kombinatorische Optimierung von Bedeu-
tung sind. Wir behandeln insbesondere die Klassen P und NP und das Konzept der
NP-Vollstandigkeit. Die Darstellung erfolgt auf informellem Niveau. Gute Biicher zur
Einfithrung in die Komplexitatstheorie sind |Garey and Johnson| (1979), Papadimitriou
(1994) und Wegener| (2003), weiterfithrende Aspekte werden unter anderem in [Wagner
and Wechsung| (1986]) und van Leeuwen| (1990) behandelt. [Shmoys and Tardos| (1995)
ist ein guter Ubersichtsartikel. Einen detaillierten Uberblick iiber Komplexititsklassen
gibt |Johnson| (1990), noch mehr Komplexitétsklassen findet man unter der URL:

http://qwiki.caltech.edu/wiki/Complexity_Zoo.

Komplexitatstheorie kann man nicht ohne Grundkenntnisse in Kodierungstechniken
betreiben. Noch wichtiger aber sind Datenstrukturen beim Entwurf effizienter Algorith-
men. Diesen Themenkreis streifen wir kurz in Abschnitt .3] Zur Vertiefung dieses Ge-
bietes empfehlen wir |Aho et al.| (1974)), |(Cormen et al.|(2001), |Mehlhorn|(1984), |Meinel
(1991), |Ottmann and Widmayer| (2012)) und |Tarjan| (1983). Ein Handbuch zu Daten-
strukturen mit breiten Ubersichtsartikeln ist Mehta and Sahnil (2004).

4.1 Probleme, Komplexitatsmalle, Laufzeiten

In der Mathematik (und nicht nur hier) kann das Wort ,Problem* sehr verschiedene
Bedeutungen haben. Fiir unsere Zwecke benétigen wir eine (einigermafen) prazise Defi-
nition. Ein Problem ist eine allgemeine Fragestellung, bei der mehrere Parameter offen
gelassen sind und fiir die eine Lésung oder Antwort gesucht wird.

Ein Problem ist dadurch definiert, dass alle seine Parameter beschrieben werden und
dass genau angegeben wird, welche Eigenschaften eine Antwort (Losung) haben soll.
Sind alle Parameter eines Problems mit expliziten Daten belegt, dann spricht man im
Englischen von einem ,problem instance”. Im Deutschen hat sich hierfiir bisher kein Stan-
dardbegriff ausgepréagt. Es sind u. a. die Worter Einzelfall, Fallbeispiel, Problembeispiel,
Probleminstanz oder Problemauspriagung gebrauchlich. Ebenso wird auch das (allgemei-
ne) Problem manchmal als Problemtyp oder Problemklasse bezeichnet. In diesem Skript
werden wir keiner starren Regel folgen. Aus dem Kontext heraus diirfte i. a. klar sein,
was gemeint ist.

Das Travelling-Salesman-Problem ist in diesem Sinne ein Problem. Seine offenen Pa-
rameter sind die Anzahl der Stddte und die Entfernungen zwischen diesen Stadten. Eine
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Entfernungstabelle in einem Autoatlas definiert ein konkretes Beispiel fiir das Travelling-
Salesman-Problem.

Aus mathematischer Sicht kann man es sich einfach machen: Ein Problem ist die
Menge aller Problembeispiele. Das Travelling-Salesman-Problem ist also die Menge aller
TSP-Instanzen. Das ist natiirlich nicht sonderlich tiefsinnig, vereinfacht aber die mathe-
matische Notation.

Wir sagen, dass ein Algorithmus Problem II ldst, wenn er fiir jedes Problembeispiel
T € Il eine Losung findet. Das Ziel des Entwurfs von Algorithmen ist natiirlich, moglichst
seffiziente” Verfahren zur Losung von Problemen zu finden.

Um dieses Ziel mit Inhalt zu fiillen, miissen wir den Begriff , Effizienz* mefsbar machen.
Mathematiker und Informatiker haben hierzu verschiedene KomplexititsmafSe definiert.
Wir werden uns hier nur mit den beiden fiir uns wichtigsten Begriffen Zeit- und Spei-
cherkomplezitit beschéaftigen. Hauptséichlich werden wir iiber Zeitkomplexitéit reden.

Es ist trivial, dass die Laufzeit eines Algorithmus abhéngt von der ,Gréfke” eines Pro-
blembeispiels, d. h. vom Umfang der Eingabedaten. Bevor wir also Laufzeitanalysen an-
stellen kdnnen, miissen wir beschreiben, wie wir unsere Problembeispiele darstellen, bzw.
kodieren wollen. Allgemein kann man das durch die Angabe von Kodierungsschemata
bewerkstelligen. Da wir uns jedoch ausschliefflich mit Problemen beschéftigen, die ma-
thematisch darstellbare Strukturen haben, reicht es fiir unsere Zwecke aus, Kodierungs-
vorschriften fiir die uns interessierenden Strukturen anzugeben. Natiirlich gibt es fiir jede
Struktur beliebig viele Kodierungsméoglichkeiten. Wir werden die geldufigsten benutzen
und merken an, dass auf diesen oder dazu (in einem spezifizierbaren Sinn) dquivalenten
Kodierungsvorschriften die gesamte derzeitige Komplexitétstheorie aufbaut.

Ganze Zahlen kodieren wir bindr. Die bindre Darstellung einer nicht-negativen ganzen
Zahl n benétigt [logy(|n|+1)] Bits (oder Zellen). Hinzu kommt ein Bit fiir das Vorzeichen.
Die Kodierungslinge (n) einer ganzen Zahl n ist die Anzahl der zu ihrer Darstellung
notwendigen Bits, d. h.

(n) := [logy(|n| +1)] + 1. (4.1)
Jede rationale Zahl r hat eine Darstellung r = g mit p,q € Z, p und q teilerfremd und
g > 0. Wir nehmen an, dass jede rationale Zahl so dargestellt ist, und konnen daher
sagen, dass die Kodierungsléange von r = 7 gegeben ist durch

(r) = (p) +{a)-
Wir werden im Weiteren auch sagen, dass wir eine ganze oder rationale Zahl r in einem
Speicherplatz (oder Register) speichern, und wir gehen davon aus, dass der Speicherplatz
fiir r die benoétigten (r) Zellen besitzt.

Die Kodierungslinge eines Vektors z = (1, ...,2,)! € Q" ist
n
(@) =) (),
i=1

und die Kodierungslinge einer Matrix A € Q™™ ist

(A) :=> "> ().

i=1 j=1
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Fiir diese Vorlesung besonders wichtig sind die Datenstrukturen zur Kodierung von Gra-
phen und Digraphen. Auf diese werden wir in Abschnitt genauer eingehen.

Sind alle Kodierungsvorschriften festgelegt, so miissen wir ein Rechnermodell entwer-
fen, auf dem unsere Speicher- und Laufzeitberechnungen durchgefithrt werden sollen.
In der Komplexitdtstheorie benutzt man hierzu i. a. Turing-Maschinen oder RAM-
Maschinen. Wir wollen auf diese Rechnermodelle nicht genauer eingehen. Wir nehmen
an, dass der Leser weifs, was Computer sind und wie sie funktionieren, und unterstellen
einfach, dass jeder eine naive Vorstellung von einer ,verniinftigen“ Rechenmaschine hat.
Dies reicht fiir unsere Zwecke aus.

Wir stellen uns den Ablauf eines Algorithmus A (der in Form eines Rechnerprogramms
vorliegt) auf einer Rechenanlage wie folgt vor: Der Algorithmus soll Problembeispiele 7
des Problems II 16sen. Alle Problembeispiele liegen in kodierter Form vor. Die Anzahl
der Zellen, die notwendig sind, um Z vollstédndig anzugeben, nennen wir die Kodierungs-
lange oder Inputlinge (Z) von Z. Der Algorithmus liest diese Daten und beginnt dann
Operationen auszufiithren, d. h. Zahlen zu berechnen, zu speichern, zu 16schen, usw. Die
Anzahl der Zellen, die wiahrend der Ausfiihrung des Algorithmus A mindestens einmal
benutzt wurden, nennen wir den Speicherbedarf von A zur Losung von I. Ublicherweise
schétzt man den Speicherbedarf eines Algorithmus A dadurch nach oben ab, daft man die
Anzahl der von A benutzten Speicherpliatze bestimmt und diesen Wert mit der grofiten
Anzahl von Zellen multipliziert, die einer der Speicherplatze beim Ablauf des Algorithmus
bendtigte.

Die Laufzeit von A zur Losung von Z ist (etwas salopp gesagt) die Anzahl der ele-
mentaren Operationen, die A bis zur Beendigung des Verfahrens ausgefiihrt hat. Dabei
wollen wir als elementare Operationen zéhlen:

Lesen, Schreiben und Loéschen,

Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren und Vergleichen

von rationalen (oder ganzen) Zahlen. Da ja zur Darstellung derartiger Zahlen mehre-
re Zellen bendtigt werden, muss zur genauen Berechnung der Laufzeit jede elementare
Operation mit den Kodierungslangen der involvierten Zahlen multipliziert werden. Die
Laufzeit von A zur Losung von T ist die Anzahl der elementaren Rechenoperationen, die
A ausgefiihrt hat, um eine Losung von Z zu finden, multipliziert mit der Kodierungsldnge
der beziiglich der Kodierungslédnge grofsten ganzen oder rationalen Zahl, die wahrend der
Ausfithrung des Algorithmus aufgetreten ist. Wir tun also so, als hétten wir alle elemen-
taren Operationen mit der in diesem Sinne grofsten Zahl ausgefiihrt und erhalten somit
sicherlich eine Abschéitzung der ,echten Laufzeit nach oben.

(4.2) Definition. Sei A ein Algorithmus zur Lésung eines Problems II.
(a) Die Funktion fq : IN — IN, definiert durch
fa(n) := max{ Laufzeit von A zur Lésung von Z | Z € Il und (Z) < n},

heifit Laufzeitfunktion von A.
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(b) Die Funktion sa : N — IN, definiert durch
sa(n) := max{Speicherbedarf von A zur Losung von I |Z € Mund (Z) < n},
heifit Speicherplatzfunktion von A.

(¢) Der Algorithmus A hat eine polynomiale Laufzeit (kurz: A ist ein polynomialer
Algorithmus), wenn es ein Polynom p : N — IN gibt mit

fa(n) <p(n)  fir alle n € IN.

Wir sagen fa ist von der Ordnung héchstens n* (geschrieben fa = O(n*)), falls
das Polynom p den Grad k hat.

(d) Der Algorithmus A hat polynomialen Speicherplatzbedarf, falls es ein Polynom
q:IN— IN gibt mit sa(n) < q(n) fir alle n € IN. A

Wir werden uns in der Vorlesung hauptséchlich mit Problemen beschéftigen, fiir die
polynomiale Algorithmen existieren. Wir werden aber auch Probleme behandeln, die in
einem noch zu préazisierenden Sinne ,schwieriger sind und fiir die (bisher) noch keine
polynomialen Verfahren gefunden worden sind.

Eine triviale Bemerkung sei hier gemacht. Ein Algorithmus, dessen Speicherplatzfunk-
tion nicht durch ein Polynom beschrinkt werden kann, kann keine polynomiale Laufzeit
haben, da nach Definition jede Benutzung eines Speicherplatzes in die Berechnung der
Laufzeitfunktion eingeht.

Hausaufgabe. Bestimmen Sie die Laufzeitfunktion und die Speicherplatzfunktion des
folgenden Algorithmus:

Eingabe: ganze Zahl n
k= (n)

[

2: fori=1,...,k do
3: n:=n-n-n
4: end for

5: Gib n aus.

4.2 Die Klassen P und NP, N'P-Vollstandigkeit

Wir wollen nun einige weitere Begriffe einfiihren, um zwischen ,einfachen und ,schwie-
rigen Problemen unterscheiden zu konnen. Wir werden dabei zunéchst — aus technischen
Griinden — nur Entscheidungsprobleme behandeln und spéter die Konzepte auf (die uns
eigentlich interessierenden) Optimierungsprobleme erweitern. Ein Entscheidungsproblem
ist ein Problem, das nur zwei moégliche Antworten besitzt, ndmlich ,,ja“ oder ,nein“. Die
Fragen ,Enthélt ein Graph einen Kreis?*, . Fnthélt ein Graph einen hamiltonschen Kreis?
,Ist die Zahl n eine Primzahl?* sind z. B. Entscheidungsprobleme. Da wir uns nicht mit
(fiir uns unwichtigen) Feinheiten der Komplexitétstheorie beschéftigen wollen, werden wir
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im weiteren nur solche Entscheidungsprobleme betrachten, fiir die Lésungsalgorithmen
mit endlicher Laufzeitfunktion existieren.

Die Klasse aller derjenigen Entscheidungsprobleme, fiir die ein polynomialer Losungs-
algorithmus existiert, wird mit P bezeichnet. Diese Definition ist recht informell. Wenn
wir genauer wéaren, miiften wir P relativ zu einem Kodierungsschema und zu einem
Rechnermodell definieren. Die Definition wiirde dann etwa wie folgt lauten. Gegeben sei
ein Kodierungsschema F und ein Rechnermodell M, II sei ein Entscheidungsproblem,
wobei jedes Problembeispiel aus II durch das Kodierungsschema E kodiert werden kann.
IT gehort zur Klasse P (beziiglich E und M), wenn es einen auf M implementierbaren
Algorithmus zur Losung der Problembeispiele aus II gibt, dessen Laufzeitfunktion auf
M polynomial ist. Wir wollen im weiteren derartig komplizierte und uniibersichtliche
Definitionen vermeiden und werden auf dem (bisherigen) informellen Niveau bleiben in
der Annahme, die wesentlichen Anliegen ausreichend klar machen zu kénnen.

Wir werden im Abschnitt[4.3]sehen, dass das Problem , Enthélt ein Graph einen Kreis?“
zur Klasse P gehort. Aber trotz enormer Anstrengungen sehr vieler Forscher ist es noch
nicht gelungen, das Problem ,Enthélt ein Graph einen hamiltonschen Kreis“ in polyno-
mialer Zeit zu 16sen.

Diese Frage ist ,offenbar* schwieriger. Um zwischen den Problemen in P und den
,schwierigeren“ formal unterscheiden zu kénnen, sind die folgenden Begriffe gepragt wor-
den.

Wir sagen — zunéchst einmal informell —, dass ein Entscheidungsproblem II zur Klasse
NP gehort, wenn es die folgende Eigenschaft hat: Ist die Antwort fiir ein Problembeispiel
T € 1I ,ja“, dann kann die Korrektheit der Antwort in polynomialer Zeit iiberpriift
werden.

Bevor wir etwas genauer werden, betrachten wir ein Beispiel. Wir wollen herausfinden,
ob ein Graph einen hamiltonschen Kreis enthélt. Jeden Graphen kénnen wir (im Prinzip)
auf ein Blatt Papier zeichnen. Hat der gegebene Graph einen hamiltonschen Kreis, und
hat jemand (irgendwie) einen solchen gefunden und alle Kanten des Kreises rot ange-
strichen, dann kénnen wir auf einfache Weise iiberpriifen, ob die rot angemalten Kanten
tatséchlich einen hamiltonschen Kreis darstellen. Bilden sie einen solchen Kreis, so haben
wir die Korrektheit der ,,ja“-Antwort in polynomialer Zeit verifiziert.

Nun die ausfiihrliche Definition:

(4.3) Definition. FEin Entscheidungsproblem II gehort zur Klasse NP, wenn es die
folgenden Eigenschaften hat:

1. Fiir jedes Problembeispiel T € 11, fiir das die Antwort ja“ lautet, gibt es mindestens
ein Objekt Q, mit dessen Hilfe die Korrektheit der ,ja‘~Antwort iberprift werden
kann.

2. Es gibt einen Algorithmus, der Problembeispiele T € I1 und Zusatzobjekte @) als
Input akzeptiert und der in einer Laufzeit, die polynomial in (T) ist, iberprift, ob
Q ein Objekt ist, aufgrund dessen Existenz eine ,ja“-Antwort fiir T gegeben werden
Muss. A
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Die Probleme ,Hat ein Graph G einen Kreis?*, ,Hat ein Graph G einen hamiltonschen
Kreis?* sind somit in AP. Hat namlich G einen Kreis oder hamiltonschen Kreis, so
wihlen wir diesen als Objekt @. Dann entwerfen wir einen polynomialen Algorithmus,
der fiir einen Graphen G und eine zusétzliche Kantenmenge @ entscheidet, ob () ein Kreis
oder hamiltonscher Kreis von G ist. Auch die Frage ,Ist n € IN eine zusammengesetzte
Zahl?* ist in NP, denn liefern wir als ,,Objekt” zwei Zahlen # 1, deren Produkt n ist, so
ist n keine Primzahl. Die Uberpriifung der Korrektheit besteht somit in diesem Fall aus
einer einzigen Multiplikation.

Die obige Definition der Klasse N'P enthilt einige Feinheiten, auf die ich ausdriicklich
hinweisen méochte.

— Es wird nichts dariiber gesagt, wie das Zusatzobjekt ) zu finden ist. Es wird le-
diglich postuliert, dass es existiert, aber nicht, dass man es z. B. mit einem poly-
nomialen Algorithmus finden kann.

— Die Laufzeit des Algorithmus [2| in ist nach Definition polynomial in (Z). Da
der Algorithmus @ lesen muss, folgt daraus, dass die Kodierungsliange von ) durch
ein Polynom in der Kodierungsldnge von Z beschrankt sein muss. Auf die Frage
,Hat die Gleichung z? + y?> = n? eine Losung z, y?“ ist ,o = n und y = 0“ ein
geeignetes Zusatzobjekt @, aber weder ,,z = y = n1/0.5* (v/0.5 kann nicht endlich

bindr kodiert werden) noch ,z = ”222—2”,31 = 0“ (die Kodierungsldnge von z ist

exponentiell in der Inputlinge des Problems) wéren als Zusatzobjekt @) geeignet,
um die Korrektheit der ,,ja“-Antwort in polynomialer Zeit verifizieren zu kénnen.

— Ferner ist die Definition von A/P unsymmetrisch in ,,ja* und ,nein®. Die Definition
impliziert nicht, dass wir auch fiir die Problembeispiele mit ,nein“-Antworten Ob-
jekte @ und polynomiale Algorithmen mit den in spezifizierten Figenschaften
finden kénnen.

Wir sagen, dass die Entscheidungsprobleme, die Negationen von Problemen aus der Klas-
se NP sind, zur Klasse co—NP gehoren. Zu co— NP gehoren folglich die Probleme ,,Hat
G keinen Kreis?“, | Hat G keinen hamiltonschen Kreis?“, [Ist n € IN eine Primzahl?*. Es
ist bekannt, dass das erste und das letzte dieser drei Probleme ebenfalls zu NP gehoren.
Diese beiden Probleme gehoren also zu NP N co—NP. Vom Problem ,Hat G keinen ha-
miltonschen Kreis?* weif man nicht, ob es zu NP gehort. Niemand hat bisher Objekte
(@ und einen Algorithmus finden koénnen, die den Forderungen [I] und [2] aus geniigen.

Das Symbol NP ist abgeleitet vom Begriff ,nichtdeterministischer polynomialer Al-
gorithmus®. Dies sind — grob gesagt — Algorithmen, die am Anfang ,raten“ kénnen, also
einen nichtdeterministischen Schritt ausfiihren kénnen und dann wie iibliche Algorithmen
ablaufen. FEin nichtdeterministischer Algorithmus ,16st” z. B. das hamiltonsche Graphen-
problem wie folgt: Am Anfang rét er einen hamiltonschen Kreis. Gibt es keinen, so hort
das Verfahren auf. Gibt es einen, so iiberpriift er, ob das geratene Objekt tatséchlich ein
hamiltonscher Kreis ist. Ist das so, so antwortet er mit ,,ja“.

Trivialerweise gilt P C NP, da fiir Probleme in P Algorithmen existieren, die ohne
Zusatzobjekte @ in polynomialer Zeit eine ,ja“- oder ,nein“-Antwort liefern. Also gilt
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auch P C co—N'P. Eigentlich sollte man meinen, dass Algorithmen, die raten konnen,
méchtiger sind als tibliche Algorithmen. Trotz gewaltiger Forschungsanstrengungen seit
den 70er Jahren ist die Frage, ob P = NP gilt oder nicht, immer noch ungelost. Mei-
ner Meinung nach ist dieses Problem eines der wichtigsten offenen Probleme der heu-
tigen Mathematik und Informatik. Das Clay Mathematics Institute hat im Jahr 2000
einen Preis von 1 Mio US$ fiir die Losung des P = N’P-Problems ausgesetzt, siche:
http://www.claymath.org/millenium. Jeder, der sich mit diesem Problem beschiftigt
hat, glaubt, dass P # NP gilt. (Eine fiir die allgemeine Leserschaft geschriebene Diskus-
sion dieser Frage ist in |Grotschel (2002) zu finden.) Kénnte diese Vermutung bestétigt
werden, so wiirde das — wie wir gleich sehen werden — bedeuten, dass fiir eine sehr grofse
Zahl praxisrelevanter Probleme niemals wirklich effiziente Losungsalgorithmen gefunden
werden konnen. Wir werden uns also mit der effizienten Auffindung suboptimaler Lésun-
gen zufrieden geben und daher auf den Entwurf von Heuristiken konzentrieren miissen.
Deswegen wird auch im weiteren Verlauf des Vorlesungszyklus viel Wert auf die Unter-
suchung und Analyse von Heuristiken gelegt.

Wir haben gesehen, dass P C NP N co—NP gilt. Auch beziiglich der Verhéltnisse
dieser drei Klassen zueinander gibt es einige offene Fragen.

Gilt P=NPNco-NP?
Gilt NP =co—-NP?

Aus NP # co— NP wiirde P # NP folgen, da offenbar P = co—P gilt.

Die Klassenzugehorigkeit des oben erwdhnten und bereits von den Griechen unter-
suchten Primzahlproblems war lange Zeit offen. Dass das Primzahlproblem in co—7P ist,
haben wir oben gezeigt. Rivest gelang es 1977 zu zeigen, dass das Primzahlproblem auch
in NP ist. Beginnend mit dem Sieb des Erathostenes sind sehr viele Testprogramme
entwickelt worden. Erst 2002 gelang es drei Indern, einen polynomialen Algorithmus zu
entwickeln, der in polynomialer Zeit herausfindet, ob eine ganze Zahl eine Primzahl ist
oder nicht, siehe |Agrawal et al.| (2004) oder URL:

http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/primality.ps

Wir wollen nun innnerhalb der Klasse NP eine Klasse von besonders schwierigen
Problemen auszeichnen.

(4.4) Definition. Gegeben seien zwei Entscheidungsprobleme 11 und 1I'. Eine polyno-
miale Transformation von II in II' ist ein polynomialer Algorithmus, der, gegeben ein
(kodiertes) Problembeispiel I € 11, ein (kodiertes) Problembeispiel T' € TI' produziert, so
dass folgendes gilt:

Die Anwort auf T ist genau dann ,ja“, wenn die Antwort auf I’ ,ja* ist.

Offenbar gilt Folgendes: Ist I in IT" polynomial transformierbar und gibt es einen po-
lynomialen Algorithmus zur Losung von II’, dann kann man auch IT in polynomialer Zeit
16sen. Man transformiert einfach jedes Problembeispiel aus II in eine Problembeispiel
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aus IT" und wendet den Algorithmus fiir II' an. Da sowohl der Transformationsalgorith-
mus als auch der Losungsalgorithmus polynomial sind, hat auch die Kombination beider
Algorithmen eine polynomiale Laufzeit.

Nun kommen wir zu einem der wichtigsten Begriffe dieser Theorie, der spezifiziert,
welches die schwierigsten Probleme in der Klasse NP sind.

(4.5) Definition. Ein Entscheidungsproblem II heifst N'P-vollstandig, falls IT1 € N'P
und falls jedes andere Problem aus NP polynomial in I1 transformiert werden kann. /\

Jedes N'P-vollstandige Entscheidungsproblem II hat also die folgende Eigenschaft.
Falls II in polynomialer Zeit gelost werden kann, dann kann auch jedes andere Problem
aus NP in polynomialer Zeit gelost werden; in Formeln:

II N'P-vollstéindig und I € P = P = N'P.

Diese Eigenschaft zeigt, dass — bezliglich polynomialer Losbarkeit — kein Problem in
NP schwieriger ist als ein N'P-vollstindiges. Natiirlich stellt sich sofort die Frage, ob es
iberhaupt N P-vollstindige Probleme gibt. Dies hat Cook (1971) in einer fiir die Kom-
plextidtstheorie fundamentalen Arbeit bewiesen. In der Tat sind (leider) fast alle praxis-
relevanten Probleme NP-vollstandig. Ein Beispiel: Das hamiltonsche Graphenproblem
,Enthilt G einen hamiltonschen Kreis?* ist NP-vollstandig.

Wir wollen nun Optimierungsprobleme in unsere Betrachtungen einbeziehen. Aus je-
dem Optimierungsproblem kann man wie folgt ein Entscheidungsproblem machen. Ist
IT ein Maximierungsproblem (Minimierungsproblem), so legt man zusétzlich zu jedem
Problembeispiel Z noch eine Schranke, sagen wir B, fest und fragt:

Gibt es fiir 7 eine Losung, deren Wert nicht kleiner (nicht grofer) als B ist?

Aus dem Travelling-Salesman-Problem wird auf diese Weise ein Entscheidungsproblem,
man fragt einfach: ,Enthilt das Problembeispiel eine Rundreise, deren Lange nicht grofier
als B ist?.

Wir nennen ein Optimierungsproblem NP-schwer, wenn das (wie oben angegebene)
zugeordnete Entscheidungsproblem N P-vollstindig ist. Diese Bezeichnung beinhaltet die
Aussage, dass alle N'P-schweren Optimierungsprobleme mindestens so schwierig sind wie
die N"P-vollstandigen Probleme. Kénnten wir namlich ein N'P-schweres Problem (wie das
Travelling-Salesman-Problem) in polynomialer Zeit l6sen, dann kénnten wir auch das
zugehorige Entscheidungsproblem in polynomialer Zeit 16sen. Wir berechnen den Wert
w einer Optimallésung und vergleichen ihn mit B. Ist bei einem Maximerungsproblem
(Minimierungsproblem) w > B (w < B), so antworten wir ,,ja“, andernfalls ,nein“.

Héufig kann man Entscheidungsprobleme dazu benutzen, um Optimierungsprobleme
zu losen. Betrachten wir als Beispiel das TSP-Entscheidungsproblem und nehmen wir
an, dass alle Problembeispiele durch ganzzahlige Entfernungen zwischen den Stadten ge-
geben sind. Ist s die kleinste vorkommende Zahl, so ziehen wir von allen Entfernungen
den Wert s ab. Damit hat dann die kiirzeste Entfernung den Wert 0. Ist nun ¢ die langste
aller (so modifizierten) Entfernungen, so ist offensichtlich, dass jede Tour eine nichtnega-
tive Lénge hat und, da jede Tour n Kanten enthélt, ist keine Tourldnge grofer als n - t.
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Wir fragen nun den Algorithmus zur Lésung des TSP-Entscheidungsproblems, ob es eine
Rundreise gibt, deren Lange nicht grofier als %t ist. Ist das so, fragen wir, ob es eine
Rundreise gibt, deren Lange hochstens "Zt ist, andernfalls fragen wir, ob es eine Rundrei-
se gibt mit Lange hochstens % . Wir fahren auf diese Weise fort, bis wir das Intervall
ganzer Zahlen, die als mogliche Lénge einer kiirzesten Rundreise in Frage kommen, auf
eine einzige Zahl reduziert haben. Diese Zahl muss dann die Lénge der kiirzesten Rund-
reise sein. Insgesamt haben wir zur Losung des Optimierungsproblems das zugehorige
TSP-Entscheidungsproblem ([logy(nt)] 4+ 1)-mal aufgerufen, also eine polynomiale An-
zahl von Aufrufen eines Algorithmus vorgenommen. Dieser Algorithmus findet also in
polynomialer Zeit die Lénge einer kiirzesten Rundreise — bei einem gegebenen polyno-
mialen Algorithmus fiir das zugehorige Entscheidungsproblem. (Uberlegen Sie sich, ob
— und gegebenenfalls wie — man eine kiirzeste Rundreise finden kann, wenn man ihre
Lénge kennt!)

Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dass die oben beschriebene Me-
thode zur Reduktion des Travelling-Salesman-Problems auf das zugehorige Entschei-
dungsproblem nichts anderes ist als das bekannte Verfahren der bindren Suche.

Mit diesem oder dhnlichen , Tricks“ lassen sich viele Optimierungsprobleme durch mehr-
fachen Aufruf von Algorithmen fiir Entscheidungsprobleme 16sen. Wir nennen ein Op-
timerungsproblem IT N'P-leicht, falls es ein Entscheidungsproblem IT" in AN'P gibt, so
dass II durch polynomial viele Aufrufe eines Algorithmus zur Losung von IT' gelost wer-
den kann. N'P-leichte Probleme sind also nicht schwerer als die Probleme in NP. Unser
Beispiel oben zeigt, dass das TSP auch AN'P-leicht ist.

Wir nennen ein Optimierungsproblem NP-dquivalent, wenn es sowohl N'P-leicht als
auch N'P-schwer ist. Diese Bezeichnung ist im folgenden Sinne gerechtfertigt. Ein NP-
aquivalentes Problem ist genau dann in polynomialer Zeit losbar, wenn P = NP gilt.
Wenn jemand einen polynomialen Algorithmus fiir das TSP findet, hat er damit gleich-
zeitig P = N'P bewiesen.

Wir wollen im Weiteren dem allgemein iiblichen Brauch folgen und die feinen Unter-
schiede zwischen den oben eingefiihrten Bezeichnungen fiir Entscheidungs- und Optimie-
rungsprobleme nicht so genau nehmen. Wir werden hiufig einfach von N'P-vollstindigen
Optimierungsproblemen sprechen, wenn diese N'P-schwer sind. Die Begriffe NP-leicht
und N'P-aquivalent werden wir kaum gebrauchen, da sie fiir unsere Belange nicht so
wichtig sind.

Die folgenden Beispiele von kombinatorischen Optimierungsproblemen, die wir in frii-
heren Abschnitten eingefiihrt haben, sind A/P-schwer:

e das symmetrische Travelling Salesman Problem

e das asymmetrische Travelling Salesman Problem

das Chinesische Postbotenproblem fiir gemischte Graphen

fast alle Routenplanungsprobleme

das Stabile-Mengen-Problem
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e das Cliquenproblem

e das Knoteniiberdeckungsproblem

e das Knotenfarbungsproblem

e das Kantenfarbungsproblem

e das Max-Cut-Problem

e die meisten Standortprobleme

e das Linear-Ordering-Problem

e das azyklische Subdigraphenproblem
e das Feedback-Arc-Set-Problem.

Einige hundert weitere N'P-vollstindige bzw. NP-schwere Probleme und einige tau-
send Varianten von diesen sind in dem bereits zitierten Buch von |Garey and Johnson
(1979) aufgefiihrt. Probleme, die mit diesem Themenkreis zusammenhéngen, wurden
auch in einer von 1981 — 1992 laufenden Serie von Aufsédtzen von D. S. Johnson mit
dem Titel ,The N'P-completeness column: an ongoing guide im Journal of Algorithms
behandelt. Seit 2005 sind drei weitere Artikel der Serie in ACM Trans. Algorithms publi-
ziert worden. Der derzeit letzte Artikel ist 2007 erschienen. Alle (bisher) 26 Artikel sind
unter der folgenden URL zu finden:

http://www.research.att.com/~dsj/columns/
Im Internet finden Sie unter der URL
http://www.nada.kth.se/ “viggo/problemlist/compendium.html

ein ,,Compendium of NP Optimization Problems®. Eine aktuelle Zusammenfassung der
Geschichte des Konzepts der N'P-Vollstandigkeit findet sich in [Johnson| (2012)).

Der wichtigste Aspekt der hier skizzierten Theorie ist, dass man zwischen ,einfachen*
und ,schwierigen“ Problemen zu unterscheiden lernt, und dass man — sobald man weifs,
dass ein Problem schwierig ist — andere Wege (Heuristiken, etc.) als bei Problemen in
P suchen muss, um das Problem optimal oder approximativ zu lésen. In dieser Vorle-
sung soll versucht werden, einige der Methoden zu beschreiben, mit denen man derartige
Probleme angreifen kann.

Zum Schluss dieses Abschnitts sei angemerkt, dass es noch viel schwierigere Probleme
als die N'P-schweren Probleme gibt. Ein , Klassiker unter den wirklich schwierigen Pro-
blemen ist das Halteproblem von Turing-Maschinen, die wir in Abschnitt erwahnt
haben. Wir skizzieren die Fragestellung kurz.

Wir nennen ein Entscheidungsproblem entscheidbar, wenn es eine Turing-Maschine (ge-
nauer einen Algorithmus, der auf einer Turing-Maschine lduft) gibt, die fiir jede Eingabe
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4.3 Datenstrukturen zur Speicherung von Graphen

@ @
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Abbildung 4.1: Ungerichteter Graph zur Kantenliste 4,6,1,2,2,3,4,3,3,2,2,2,1, 3.

terminiert und ,,ja“ oder ,nein“ antwortet. Das Halteproblem ist nun das folgende: Gege-
ben seien eine Turing-Maschine M und eine Eingabe w, hilt M auf w? Dieses Haltepro-
blem ist beweisbar unentscheidbar. Der Satz von Rice zeigt noch etwas viel Stéarkeres. Alle
sinteressanten” (das kann man prézise definieren) Eigenschaften von Turing-Maschinen
sind unentscheidbar.

David Hilbert hat im Jahr 1900 eine Liste von 23 wichtigen, seinerzeit ungelosten,
mathematischen Problemen vorgelegt. Sein zehntes Problem lautete: Gibt es einen Al-
gorithmus, der fiir eine beliebige diophantische Gleichung entscheidet, ob sie lésbar ist?
Diophantische Gleichungen sind von der Form p(z1,...,z,) = 0, wobei p ein Polynom
mit ganzzahligen Koeflizienten ist. J. Matijassewitsch hat 1970 in seiner Dissertation be-
wiesen, dass es keinen solchen Algorithmus gibt. Um Lésungen von allgemeinen diophan-
tischen Gleichungen zu finden, muss man also spezielle Félle betrachten, gute Einfille
und Gliick haben.

4.3 Datenstrukturen zur Speicherung von Graphen

Wir wollen hier einige Methoden skizzieren, mit deren Hilfe man Graphen und Digraphen
speichern kann, und ihre Vor- und Nachteile besprechen. Kenntnisse dieser Datenstruktu-
ren sind insbesondere dann wichtig, wenn man laufzeit- und speicherplatzeffiziente (oder
gar -optimale) Codes von Algorithmen entwickeln will.

4.3.1 Kanten- und Bogenlisten

Die einfachste Art, einen Graphen oder Digraphen zu speichern, ist die Kantenliste fiir
Graphen bzw. die Bogenliste fir Digraphen. Ist G = (V, E) ein Graph mit n = |V
Knoten und m = |E| Kanten, so sieht eine Kantenliste wie folgt aus:
n,m,ay,e1,a2,€2,a3,€3,...,0am, m,

wobei a;, e; die beiden Endknoten der Kante 4 sind. Die Reihenfolge des Auffithrens der
Endknoten von ¢ bzw. den Kanten selbst ist beliebig. Bei Schleifen wird der Endknoten
zweimal aufgelistet.

Eine mogliche Kantenliste fiir den Graphen aus Abbildung ist die folgende:

4,6,1,2,2,3,4,3,3,2,2,2,1,3.
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Abbildung 4.2: Gerichteter Graph zur Kantenliste 3,6,1,2,2,3,3,2,2,2,1,2,3, 1.

Abbildung 4.3: Gewichteter Graph mit den Kantenlisten 4,6,1,2,10,2,1,11,2,4,7,4, 3,
14,3,1,21,1,4,5 und 4,6,1,2,1,2,2,4,3,4,1, 4,1,3,11,10,7, 14, 5, 21.

Bei der Bogenliste eines Digraphen verfahren wir genauso; wir miissen jedoch darauf
achten, dass ein Bogen immer zunéchst durch seinen Anfangs- und dann durch seinen
Endknoten reprasentiert wird.

Eine Bogenliste des Digraphen aus Abbildung [4:2] ist

3,6,1,2,2,3,3,2,2,2,1,2,3, 1.

Haben die Kanten oder Bogen Gewichte, so reprisentiert man eine Kante (einen Bo-
gen) entweder durch Anfangsknoten, Endknoten, Gewicht oder macht eine Kanten- bzw.
Bogenliste wie oben und héangt an diese noch eine Liste mit den m Gewichten der Kanten
1,2,...,m an.

Der gewichtete Graph aus Abbildung [£:3]ist in den beiden folgenden Kantenlisten mit
Gewichten gespeichert:

4,6,1,2,10,2,1,11,2,4,7,4,3,14,3,1,21,1,4,5
4,6,1,2,1,2,2,4,3,4,1,4,1,3,11,10,7, 14, 5, 21.
Der Speicheraufwand einer Kanten- bzw. Bogenliste betrégt 2(m + 1) Speicherplatze,
eine Liste mit Gewichten erfordert 3m + 2 Speicherplatze.
4.3.2 Adjazenzmatrizen

Ist G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit V' = {1,2,...,n}, so ist die symmetrische
(n,n)-Matrix A = (a;;) mit
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aj; = a;; = Anzahl der Kanten, die ¢ und j verbinden, falls 7 # j
Qi = 2-(Anzahl der Schleifen, die ¢ enthalten),i =1,...,n

die Adjazenzmatriz von G. Aufgrund der Symmetrie kann man etwa die Hélfte der
Speicherplatze sparen. Hat ein Graph keine Schleifen (unser Normalfall), dann geniigt es,
die obere (oder untere) Dreiecksmatrix von A zu speichern. Man macht das z. B. in der
Form

a12,Q13, - .., A1n, 023,024, - - -, A2, Q34,5 - - -, An—1n-

Die Adjazenzmatrix des Graphen in Abbildung [4.1] sieht wie folgt aus:

O R, = O
o= O O

1
2
0
1

SN DN =

Hat ein Graph Kantengewichte, und ist er einfach, so setzt man
a;; = Gewicht der Kante ij, 7,5 =1,...,n.
Ist eine Kante 45 nicht im Graphen G enthalten, so setzt man
ai; =0, a;; =—00 oder a;; = +oo,

je nachdem, welche Gewichtszuordnung fiir das Problem sinnvoll ist und die Benutzung
dieser Kante ausschliefst. Wiederum braucht man von der so definierten Matrix A nur
die obere Dreiecksmatrix zu speichern.

Die Adjazenzmatrix A = (a;j) eines Digraphen D = (V, E) mit V' = {1,2,...,n} ohne
Schleifen ist definiert durch

Qg :0, i:1,2,...,n
a;; = Anzahl der Bégen in E mit Anfangsknoten ¢ und Endknoten j, ¢ # j.

Bogengewichte werden wie bei Adjazenzmatrizen von Graphen behandelt. Der Spei-
cheraufwand von Adjazenzmatrizen betrigt n? bzw. (g) Speicherplétze, falls bei einem
ungerichteten Graphen nur die obere Dreiecksmatrix gespeichert wird.

4.3.3 Adjazenzlisten

Speichert man fiir einen Graphen G = (V,E) die Anzahl der Knoten und fiir jeden
Knoten v € V seinen Grad und die Namen der Nachbarknoten, so nennt man eine
solche Datenstruktur Adjazenzliste von G. Fiir den Graphen aus Abbildung sieht die
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Adjazenzliste wie folgt aus

Knotennummer
d
4 1 2 2,3
2 5 1,3,3,2,2
3 4 1,2,2,4
4 1 3
T
Grad

Die Liste der Nachbarknoten eines Knoten v heifit Nachbarliste von v. Jede Kante 77,
i # j, ist zweimal représentiert, einmal auf der Nachbarliste von i, einmal auf der von j.
Bei Gewichten hat man wieder zwei Mdoglichkeiten. Entweder man schreibt direkt hinter
jeden Knoten j auf der Nachbarliste von i das Gewicht der Kante ij, oder man legt eine
kompatible Gewichtsliste an.

Bei Digraphen geht man analog vor, nur speichert man auf der Nachbarliste eines Kno-
ten ¢ nur die Nachfolger von ¢. Man nennt diese Liste daher auch Nachfolgerliste. Ein
Bogen wird also nur einmal in der Adjazenzliste eines Digraphen reprasentiert. (Wenn es
fiir das Problem gilinstiger ist, kann man natiirlich auch Vorgéngerlisten statt Nachfol-
gerlisten oder beides anlegen.)

Zur Speicherung einer Adjazenzliste eines Graphen braucht man 2n+ 1+ 2m Speicher-
plétze, fiir die Adjazenzliste eines Digraphen werden 2n + 1+ m Speicherplétze benétigt.

Kanten- bzw. Bogenlisten sind die kompaktesten aber unstrukturiertesten Speicher-
formen. Will man wissen, ob G die Kante ¢5 enthélt, muss man im schlechtesten Fall
die gesamte Liste durchlaufen und somit 2m Abfragen durchfiihren. Eine derartige Frage
bendtigt bei der Speicherung von G in einer Adjazenzmatrix nur eine Abfrage, wihrend
man bei einer Adjazenzliste die Nachbarliste von i (oder j) durchlaufen und somit (Grad
von 7), im schlechtesten Fall also n — 1 Abfragen durchfithren muss.

Fiir diinn besetzte Graphen ist die Speicherung in einer Adjazenzmatrix i. a. zu auf-
wendig. Es wird zu viel Platz vergeudet. Auferdem braucht fast jeder Algorithmus, der
fiir Adjazenzmatrizen konzipiert ist, mindestens O(n?) Schritte, da er ja jedes Element
von A mindestens einmal anschauen muss, um zu wissen, ob die zugehorige Kante im
Graphen ist oder nicht. Mit Hilfe von Adjazenzlisten kann man dagegen diinn besetzte
Graphen in der Regel sehr viel effizienter bearbeiten. Das Buch Aho, Hopcroft & Ullman
(1974), Reading, MA, Addison-Wesley, informiert sehr ausfiihrlich iiber dieses Thema.

Wir wollen hier als Beispiel nur einen einzigen einfachen, aber vielseitig und héufig
anwendbaren Algorithmus zur Untersuchung von Graphen erwidhnen: das Depth-First-
Search-Verfahren (kurz DFS-Verfahren bzw. auf deutsch: Tiefensuche).

Wir nehmen an, dass ein Graph G = (V, E) gegeben ist und alle Knoten unmarkiert
sind. Alle Kanten seien unbenutzt. Wir wihlen einen Startknoten, sagen wir v, und mar-
kieren ihn. Dann wahlen wir eine Kante, die mit v inzidiert, sagen wir vw, gehen zu w und
markieren w. Die Kante vw ist nun benutzt worden. Allgemein verfahren wir wie folgt. Ist
x der letzte von uns markierte Knoten, dann versuchen wir eine mit z inzidente Kante
zy zu finden, die noch nicht benutzt wurde. Ist y markiert, so suchen wir eine weitere
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mit x inzidente Kante, die noch nicht benutzt wurde. Ist y nicht markiert, dann gehen
wir zu y, markieren y und beginnen von neuem (y ist nun der letzte markierte Knoten).
Wenn die Suche nach Kanten, die mit y inzidieren und die noch nicht benutzt wurden,
beendet ist (d. h. alle Kanten, auf denen y liegt, wurden einmal beriihrt), kehren wir zu z
zuriick und fahren mit der Suche nach unbenutzten Kanten, die mit x inzidieren fort, bis
alle Kanten, die x enthalten, abgearbeitet sind. Diese Methode nennt man Tiefensuche,
da man versucht, einen Knoten so schnell wie moglich zu verlassen und ,tiefer in den
Graphen einzudringen.

Eine derartige Tiefensuche teilt die Kanten des Graphen in zwei Teilmengen auf. Eine
Kante zy heilst Vorwdrtskante, falls wir bei der Ausfithrung des Algorithmus von einem
markierten Knoten = entlang xzy zum Knoten y gegangen sind und dabei y markiert
haben. Andernfalls heifit xy Rickwdrtskante. Man tiberlegt sich leicht, dass die Menge
der Vorwértskanten ein Wald von G ist, der in jeder Komponente von G einen aufspan-
nenden Baum bildet. Ist der Graph zusammenhéngend, so nennt man die Menge der
Vorwértskanten DFS-Baum von G. Mit Hilfe von Adjazenzlisten kann die Tiefensuche
sehr effizient rekursiv implementiert werden.

(4.6) Algorithmus Depth-First-Search.

Eingabe: Graph G = (V, E) in Form einer Adjazenzliste, d. h. fiir jeden Knoten v € V
ist eine Nachbarliste N (v) gegeben.

Ausgabe: Kantenmenge 7' (= DFS-Baum, falls G zusammenhéngend ist).

1: Alle Knoten v € V' seien unmarkiert.

2: Setze T := 0.

3: for allv eV do

4 Ist v unmarkiert, dann rufe SEARCH(v) auf.

5: end for

6

7

8

9

: Gib T aus.
: procedure SEARCH(v) > Rekursives Unterprogramm
Markiere v.
for all w € N(v) do
10: Ist w unmarkiert, setze 7' := T'U {vw} und rufe SEARCH(w) auf.

11: end for
12: end procedure

In Algorithmus wird im Hauptprogramm jeder Knoten einmal beriihrt, und im
Unterprogramm jede Kante genau zweimal. Hinzu kommt die Ausgabe von T'. Die Lauf-
zeit des Verfahrens ist also O(|V| + |E|). Diese Laufzeit konnte man niemals bei der
Speicherung von G in einer Adjazenzmatrix erreichen.

Mit Hilfe des obigen Verfahrens kénnen wir unser mehrmals zitiertes Problem ,Ent-
hélt G einen Kreis?“ 16sen. Offensichtlich gilt: G enthélt genau dann einen Kreis, wenn
E\ T nicht leer ist. Wir haben somit einen polynomialen Algorithmus zur Losung des
Kreisproblems gefunden. Der DFS-Baum, von Algorithmus produziert, hat einige
interessante FEigenschaften, die man dazu benutzen kann, eine ganze Reihe von weiteren
Graphenproblemen sehr effizient zu 16sen. Der hieran interessierte Leser sei z. B. auf das

73



Literaturverzeichnis

Buch |Aho et al.| (1974) verwiesen.

Literaturverzeichnis

M. Agrawal, N. Kayal, and N. Saxena. PRIMES is in P. Annals of Mathematics, 160:
781-793, 2004.

A. V. Aho, J. E. Hopcroft, and J. D. Ullman. Design and Analysis of Computer Algo-
rithms. Addison-Wesley, Reading, 1974.

W. J. Cook. The complexity of theorem proving procedures. In Proceedings of the Third
Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 151-158, Ohio, 1971. Shaker
Heights.

T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, and C. Stein. Introduction to Algorithms.
MIT Press, Cambridge, Mass., 2001.

M. R. Garey and D. S. Johnson. Computers and Intractability: A Guide to the Theory of
NP-completeness. W. H. Freeman and Company, New York, 1979. ISBN 0716710455.

M. Grotschel. P = NP Elemente der Mathematik, FEine Zeitschrift der
Schweizerischen Mathematischen Gesellschaft, 57(3):96-102, 2002.  (siehe URL:
http://www.zib.de/groetschel /pubnew /biblio.html).

D. S. Johnson. A catalog of complexity classes. In J. van Leeuwen (1990), editor,
Algorithms and Complezity, Handbook of Theoretical Computer Science, volume Vol. A,
pages 67-161. Elsevier, Amsterdam, 1990.

D. S. Johnson. A brief history of N'P-completeness, 1954-2012. Documenta Mathematica,
pages 359-376, 2012.

K. Mehlhorn. Data Structures and Algorithms, volume 1-3. Springer-Verlag, EATCS
Monographie edition, 1984. (dreibédndige Monographie, Band I liegt auch auf deutsch
im Teubner-Verlag (1986) vor).

D. P. Mehta and S. Sahni, editors. Handbook of Data Structures and Applications. Chap-
man & Hall, 2004.

C. Meinel. Effiziente Algorithmen. Entwurf und Analyse. Fachbuchverlag, Leipzig, 1991.

T. Ottmann and P. Widmayer. Algorithmen und Datenstrukturen. Spektrum Akademi-
scher Verlag, 2012.

C. H. Papadimitriou. Computational Complezity. Addison-Wesley, Amsterdam, 1994.

D. B. Shmoys and E. Tardos. Computational complexity. In Handbook of Combinatorics,
chapter 29, pages 1599-1645. North-Holland, Amsterdam, 1995.

74



Literaturverzeichnis

R. E. Tarjan. Data structures and network algorithms. SIAM, 1983.

J. van Leeuwen. Algorithms and complexity. In J. van Leeuwen, editor, Handbook of
Theoretical Computer Science, volume A, pages 525-631. Elsevier, Amsterdam, 1990.

K. Wagner and G. Wechsung. Computational Complexity. VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin, 1986.

I. Wegener. Komplezititstheorie: Grenzen der Effizienz von Algorithmen. Springer, 2003.

75






5 Baume und Wege

Dieses Kapitel ist einem Thema gewidmet, das algorithmisch sehr einfach zu lsen ist:
Bestimme einen kostenminimalen aufspannenden Baum in einem Graphen. Wir werden
Varianten dieser Aufgabe und auch “gerichtete Versionen” betrachten.

Bevor wir jedoch algorithmischen Fragen nachgehen, sollen Wélder aus graphentheo-
retischer Sicht analysiert werden. Das Ziel des ersten Abschnitts dieses Kapitels ist nicht
eine umfassende Behandlung des Themenkreises, sondern das Einiiben typischer graphen-
theoretischer Beweisargumente. Bdume sind sehr einfache Objekte. Die meisten Eigen-
schaften von Bdumen kénnen mit minimalem Aufwand nachgewiesen werden. Die dabei
benutzten Argumente tauchen jedoch in der Graphentheorie — meistens in etwas kom-
plizierterer Form — immer wieder auf. Wir hoffen, diese Beweistechniken hier sichtbar
machen zu kénnen.

5.1 Graphentheoretische Charakterisierungen von Baumen
und Arboreszenzen

Wir erinnern daran, dass ein Graph, der keinen Kreis enthélt, Wald genannt wird, dass
ein Graph G zusammenhdngend heiftt, wenn es in G zwischen je zwei Knoten eine sie
verbindende Kette (oder dquivalent dazu, einen sie verbindenden Weg) gibt, und dass
ein Baum ein zusammenhéngender Wald ist. Ein Untergraph eines Graphen G = (V, E),
der ein Baum ist und alle Knoten V' enthélt, heift aufspannender Baum (von G). Eine
Zusammenhangskomponente (kurz: Komponente) eines Graphen G ist ein maximaler zu-
sammenhangender Untergraph von G. Wir werden nun einige Eigenschaften von Badumen
und Waldern beweisen. Wir beginnen mit trivialen Beobachtungen.

(5.1) Lemma. FEin Baum G = (V,E) mit mindestens zwei Knoten hat mindestens
zwei Knoten mit Grad 1. A

Beweis. Da ein Baum zusammenhéngend ist, liegt jeder Knoten auf mindestens einer
Kante. Wir wéhlen einen beliebigen Knoten, sagen wir v. Wir starten in v einen (verein-
fachten) DFS-Algorithmus. Wir markieren v und gehen zu einem Nachbarn, sagen wir w,
von v. Wir markieren w. Hat w den Grad 1, stoppen wir die Suche. Andernfalls gehen wir
zu einem von v verschiedenen Nachbarn von w und fahren so fort. Da ein Baum keinen
Kreis enthélt, kehrt dieses Verfahren niemals zu einem bereits markierten Knoten zurtick.
Da der Graph endlich ist, muss das Verfahren irgendwann mit einem Knoten mit Grad 1
aufhoéren. Hat der Anfangsknoten v auch Grad 1, kénnen wir aufhéren. Falls nicht, gehen
wir zu einem von w verschiedenen Nachbarn von v und wiederholen das obige Verfahren.
Auf diese Weise finden wir einen zweiten Knoten mit Grad 1. O
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5 Baume und Wege

Der Beweis ist etwas ldnglich geraten. Der Grund dafiir ist, einmal zu zeigen, wie
durch einfache Analyse eines sehr einfachen Algorithmus Eigenschaften von Graphen
nachgewiesen werden kénnen. Was konnen Sie aus diesem Beweisverfahren “herausholen”,
wenn Sie den Algorithmus statt mit einem beliebigen Knoten v mit einem Knoten v mit
maximalem Grad beginnen?

(5.2) Lemma.

(a) Fir jeden Graphen G = (V,E) gilt: 2|E| = ) deg(v).
veV

(b) Fiir jeden Baum G = (V, E) gilt: |E| = |V| — 1. A

Beweis. (a) Da jede Kante genau zwei (nicht notwendig verschiedene) Knoten enthélt,
wird bei der Summe der Knotengerade jede Kante genau zweimal gezahlt.

(b) Beweis durch Induktion! Die Behauptung ist offensichtlich richtig fiir |V| = 1 und
|V | = 2. Wir nehmen an, dass die Behauptung korrekt ist fiir alle Baume mit hochs-
tens n > 2 Knoten. Sei G = (V, F) ein Baum mit n + 1 Knoten. Nach Lemma
enthdlt G einen Knoten v mit Grad 1. G — v ist dann ein Baum mit n Knoten. Nach
Induktionsvoraussetzung hat G — v genau n — 1 Kanten, also enthélt G genau n
Kanten. O

Lemma (5.2]) impliziert iibrigens auch, dass ein Baum mindestens zwei Knoten mit
Grad 1 hat. Wie {iberlegt man sich das?

(5.3) Lemma. FEin Graph G = (V, E) mit mindestens 2 Knoten und mit weniger als
|[V| — 1 Kanten ist unzusammenhdngend. A

Beweis. Sei m := |E|. Wire G zusammenhéngend, miisste es in G von jedem Knoten
zu jedem anderen einen Weg geben. Wir fiihren einen Markierungsalgorithmus aus. Wir
wahlen einen beliebigen Knoten v € V' und markieren v. Wir markieren alle Nachbarn
von v und entfernen die Kanten, die von v zu seinen Nachbarn fithren. Wir gehen nun
zu einem markierten Knoten, markieren dessen Nachbarn und entfernen die Kanten, die
noch zu diesen Nachbarn fithren. Wir setzen dieses Verfahren fort, bis wir keinen Knoten
mehr markieren konnen. Am Ende haben wir hochstens m Kanten entfernt sowie v und
maximal m weitere Knoten markiert. Da m < |V| — 1 gilt, ist mindestens ein Knoten
unmarkiert, also nicht von v aus auf einem Weg erreichbar. Daher ist G unzusammen-
héngend. O

Der néchste Satz zeigt, dass die Eigenschaft, ein Baum zu sein, auf viele dquivalente
Weisen charakterisiert werden kann.

(5.4) Satz. Sei G = (V,E), |V|=n>2 ein Graph. Dann sind dquivalent:
(1) G ist ein Baum.

(2) G enthilt keinen Kreis und n — 1 Kanten.
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5.1 Graphentheoretische Charakterisierungen

(3) G ist zusammenhdngend und enthdlt n — 1 Kanten.
(4) G ist zusammenhdngend und enthdlt keinen Kreis.
(5) Jedes Knotenpaar aus V' ist durch genau einen Weg miteinander verbunden.

(6) G enthdlt keinen Kreis; wird irgendeine Kante uv mit u,v € V und wv ¢ E 2u G
hinzugefiigt, so entsteht genau ein Kreis.

(7) G ist zusammenhdngend, und fir alle e € E ist G — e unzusammenhdingend. A

Beweis. (l) <— Definition.

) = Da G zusammenhéngend ist, ist jedes Knotenpaar durch einen Weg mitein-
ander verbunden. Gibt es zwischen einem Knotenpaar zwei verschiedene Wege, so
ist die Verkniipfung dieser beiden Wege eine geschlossene Kette, die offensichtlich
einen Kreis enthélt. Widerspruch!

() = @ Enthielte G einen Kreis, so gibe es Knotenpaare, die durch zwei verschiedene
Wege miteinander verbunden sind. Also enthélt G keinen Kreis. Sei uv ¢ E. Da G
einen [u, v]-Weg P enthélt, ist P Uuv ein Kreis. Gébe es in G + uv einen weiteren
Kreis, so gébe es in G zwei verschiedene [u, v]-Wege, ein Widerspruch!

@ == Gibt es fiir uv € E in G + uv einen Kreis, so gibt es in G einen [u, v]-Weg.
Daraus folgt, dass G zusammenhéngend ist. Gibt es eine Kante uv € E mit G — uv
zusammenhéngend, so gibt es in G — uwv einen [u, v]-Weg P. Dann aber ist P U uv
ein Kreis in GG, Widerspruch!

— Gébe es in G einen Kreis, so wiare G — e fiir jede Kante e dieses Kreises
zusammenhéngend. Also enthélt G keinen Kreis.

= folgt aus Lemma (5.2]).

= Ist G ein Graph, der (2) erfiillt, so gilt nach Voraussetzung |E| = |V|—1 und
nach Lemma (a) 2|E| = ),y deg(v). Der Durchschnittsgrad der Knoten von
G ist daher gleich 2(|V|—1)/|V| und somit kleiner als 2. In G gibt es folglich einen
Knoten mit Grad 1. Wir beweisen die Aussage durch Induktion. Sie ist offensichtlich
korrekt fiir [V| = 2. Wir nehmen an, dass sie fiir alle Graphen mit hochstens n > 2
Knoten gilt und wéhlen einen Graphen G mit n + 1 Knoten. G enthélt dann,
wie gerade gezeigt, einen Knoten v mit deg(v) = 1. G — v hat n Knoten und
n — 1 Kanten und enthélt keinen Kreis. Nach Induktionsannahme ist dann G — v
zusammenhédngend. Dann aber ist auch G zusammenhéngend.

13) = Angenommen G enthélt einen Kreis. Sei e eine Kante des Kreises, dann ist
G — e zusammenhéngend und hat n — 2 Kanten. Dies widerspricht Lemma (/5.3]).0
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5 Baume und Wege

Eine Kante e eines Graphen G, die die Eigenschaft besitzt, dass G — e unzusammen-
héngend ist, heifst Bricke. Satz (4.4) (7) zeigt insbesondere, dass G ein Baum genau
dann ist, wenn jede Kante von GG eine Briicke ist.

(5.5) Korollar.

(a) Ein Graph ist zusammenhdingend genau dann, wenn er einen aufspannenden Baum
enthalt.

(b) Sei G = (V, E) ein Wald und sei p die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von
G, dann gilt |E| = |V| — p. A

Die hier bewiesenen Eigenschaften kann man auf analoge Weise auch auf gerichtete
Baume und Walder iibertragen. Wir geben hier nur die Resultate an und laden den
Leser ein, die Beweise selbst auszufiihren.

Ein Digraph, der keinen Kreis enthélt und bei dem jeder Knoten den Innengrad hochs-
tens 1 hat (also deg™ (v) < 1), heiflt Branching. Ein zusammenhéngendes Branching heifst
Arboreszenz. Jedes Branching ist also ein Wald, jede Arboreszenz ein Baum. Ein Knoten
v in einem Digraphen heifit Wurzel, wenn jeder Knoten des Digraphen von v aus auf
einem gerichteten Weg erreicht werden kann.

Ein Digraph D heiflt quasi-stark zusammenhdingend, falls es zu jedem Paar u,v von
Knoten einen Knoten w in D (abhéngig von u und v) gibt, so dass es von w aus einen
gerichteten Weg zu « und einen gerichteten Weg zu v gibt.

Es ist einfach zu sehen, dass jede Arboreszenz genau eine Wurzel hat, und dass ein
Digraph genau dann quasi-stark zusammenhéngend ist, wenn er eine Wurzel besitzt.

(5.6) Satz. Sei D = (V, A) ein Digraph mit n > 2 Knoten. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) D ist eine Arboreszenz.

(2) D ist ein Baum mit Wurzel.

(8) D hat n — 1 Bégen und ist quasi-stark zusammenhdingend.

(4) D enthdlt keinen Kreis und ist quasi-stark zusammenhdngend.

(5) D enthdlt einen Knoten r, so dass es in D fiir jeden anderen Knoten v genau einen
gerichteten (r,v)-Weg gibt.

(6) D ist quasi-stark zusammenhdngend, und fir alle a € A ist D — a nicht quasi-stark
zusammenhdngend.

(7) D ist quasi-stark zusammenhdngend, besitzt einen Knoten r mit deg™ (r) = 0 und
erfillt deg™ (v) =1 fir alle v € V\{r}.

(8) D ist ein Baum, besitzt einen Knoten r mit deg™ (r) = 0 und erfillt deg™ (v) = 1 fir
alle v € V\{r}.

(9) D enthdlt keinen Kreis, einen Knoten r mit deg™ (r) = 0 und erfillt deg™ (v) = 1
fir alle v e V\{r}. A
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5.2 Optimale Baume und Walder

Das Problem, in einem Graphen mit Kantengewichten einen aufspannenden Baum mi-
nimalen Gewichts oder einen Wald maximalen Gewichts zu finden, haben wir bereits in
(13.11)) eingefithrt. Beide Probleme sind sehr effizient 16sbar und haben vielfaltige Anwen-
dungen. Umfassende Uberblicke iiber die Geschichte dieser Probleme, ihre Anwendungen
und die bekannten Losungsverfahren geben die Aufsitze |(Graham and Hell| (1982) und
Nesettil and Nesetrilovd] (2012)) sowie Kapitel 50 des Buches von |Schrijver| (2003)), volu-
me B.

Wir wollen hier jedoch nur einige dieser Losungsmethoden besprechen. Zunéchst wollen
wir uns iiberlegen, dass die beiden Probleme auf sehr direkte Weise dquivalent sind.
Angenommen wir haben einen Algorithmus zur Lésung eines Maximalwald-Problems,
und wir wollen in einem Graphen G = (V, E) mit Kantengewichten c., e € FE, einen
minimalen aufspannenden Baum finden, dann gehen wir wie folgt vor. Wir setzen

M :=max{|c.| | e € E} +1,
c =M —c,

e

und bestimmen einen maximalen Wald W in G beziiglich der Gewichtsfunktion ¢’. Falls
G zusammenhéngend ist, ist W ein aufspannender Baum, denn andernfalls gébe es eine
Kante e € F, so dass W' := WU{e} ein Wald ist, und wegen ¢, > 0, ware ¢/(W') > ¢/(W).
Aus der Definition von ¢ folgt direkt, dass W ein minimaler aufspannender Baum von G
beziiglich ¢ ist. Ist W nicht zusammenhéngend, so ist auch G nicht zusammenhéngend,
also existiert kein aufspannender Baum.

Haben wir einen Algorithmus, der einen minimalen aufspannenden Baum in einem
Graphen findet, und wollen wir einen maximalen Wald in einem Graphen G = (V, E)
mit Kantengewichten c., e € E, bestimmen, so sei K,, = (V, F,) der vollstandige Graph
mit n = |V| Knoten und folgenden Kantengewichten

¢, := —c. fir alle e € E mit ¢, > 0,

=M firaleeec E,\{e€ E|c >0},

/
e
/
ce

wobei wir z. B. setzen
M :=n - (max{|c.| | e € E} +1).

Ist B ein minimaler aufspannender Baum von K, beziiglich der Kantengewichte ¢/, dann
ist offenbar aufgrund unserer Konstruktion W := B\ {e € B | ¢, = M} ein Wald in G
maximalen Gewichts.

Der folgende sehr einfache Algorithmus findet einen maximalen Wald.

(5.7) Algorithmus GREEDY-MAX.

Eingabe: Graph G = (V, E') mit Kantengewichten c(e) fiir alle e € E.
Ausgabe: Wald W C FE mit maximalem Gewicht ¢(W).

1. (Sortieren): Ist k die Anzahl der Kanten von G mit positivem Gewicht, so numeriere
diese k Kanten, so dass gilt c(e;) > c(e2) > ... > ¢(ex) > 0.
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2. Setze W := ().
3. FORi=1TO k£ DO:

Falls W U {e;} keinen Kreis enthélt, setze W := W U {e; }.

4. Gib W aus. A
(5.8) Satz. Der Algorithmus GREEDY-MAX arbeitet korrekt. A
Beweis. Hausaufgabe! O

Versuchen Sie, einen direkten Beweis fiir die Korrektheit von Algorithmus (5.7)) zu fin-
den. Im nachfolgenden Teil dieses Abschnitts und in Kapitel 5 werden wir Satze angeben,
aus denen Satz ({5.8]) folgt.

Der obige Algorithmus heifst “Greedy-Max” (“greedy” bedeutet “gierig” oder “gefra-
fig”), weil er versucht, das beziiglich der Zielfunktionskoeffizienten jeweils “Beste” zu
nehmen, das im Augenblick noch verfiighar ist. Wir werden spéter noch andere Algorith-
men vom Greedy-Typ kennenlernen, die beziiglich anderer Kriterien das “Beste” wihlen.

Der Greedy-Algorithmus funktioniert auf analoge Weise fiir das Minimum Spanning Tree
Problem.

(5.9) Algorithmus GREEDY-MIN.

Eingabe: Graph G = (V, E) mit Kantengewichten c(e) fiir alle e € E.
Ausgabe: Maximaler Wald 7' C E mit minimalem Gewicht ¢(7).

1. (Sortieren): Numeriere die m Kanten des Graphen G, so dass gilt
cler) < cler) <...<c(em).

2. Setze T := 0.
3. FOR¢=1TO m DO:
Falls T'U {e;} keinen Kreis enthélt, setze T := T U {¢; }.

4. Gib T aus. A

Aus Satz (5.8) und unseren Uberlegungen zur Reduktion des Waldproblems auf das
Baumproblem und umgekehrt folgt:

(5.10) Satz. Algorithmus liefert einen maximalen Wald T (d. h. fir jede Zusam-
menhangskomponente G' = (V' E") von G ist T N E’ ein aufspannender Baum), dessen
Gewicht ¢(T) minimal ist. Ist G zusammenhdngend, so ist T ein aufspannender Baum
von G minimalen Gewichts ¢(T). A
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5.2 Optimale Baume und Walder

Die Laufzeit von Algorithmus bzw. kann man wie folgt abschétzen. Mit
den géngigen Sortierverfahren der Informatik (z. B. HEAP-SORT') kann man die Kanten
von E in O(klogy k) bzw. O(mlogym) Schritten in der geforderten Weise ordnen. In
Schritt 3 ruft man k- bzw. m-mal ein Unterprogramm auf, das tiberpriift, ob eine Kan-
tenmenge einen Kreis besitzt oder nicht. Durch Benutzung geeigneter Datenstrukturen
kann man einen derartigen Aufruf in hochstens O(n) Schritten abarbeiten. Daraus folgt,
dass Schritt 3 in hochstens O(mn) Schritten ausgefiihrt werden kann. Dies ist auch die
Gesamtlaufzeit des Verfahrens. Mit speziellen “Implementierungstricks” kann die Lauf-
zeit von Schritt 3 auf O(m + nlog n) gesenkt und damit die Gesamtlaufzeit sogar auf
O(mlog m) Schritte reduziert werden. In der Literatur wird Algorithmus héufig
Kruskal-Algorithmus genannt.

Einen gewichtsminimalen aufspannenden Baum kann man {ibrigens auch mit folgendem
Verfahren finden.

(5.11) “Dualer” Greedy-Algorithmus.

Eingabe: Zusammenhingender Graph G = (V, E) mit Kantengewichten c(e) fiir alle
ec k.
Ausgabe: Aufspannender Baum 7' C E minimalen Gewichts ¢(7T").

1. (Sortieren): Numeriere die m Kanten des Graphen G, so dass gilt
cler) > clea) > ... > clem).

2. Setze T := F.
3. FOR¢=1TO m DO:
Falls T'\ {e;} zusammenhé&ngend ist, setze T':= T \ {e;}.

4. Gib T aus. A

Der Korrektheitsbeweis fiir Algorithmus bleibt einer Ubungsaufgabe iiberlassen.
Wie bereits erwéihnt, gibt es eine Vielzahl weiterer Verfahren zur Bestimmung minimaler
aufspannender Baume. Ein gemeinsames Skelett fiir mehrere dieser Algorithmen kann
wie folgt skizziert werden.

(5.12) Algorithmus META-MST.

Eingabe: Zusammenhingender Graph G = (V, E) mit Kantengewichten c(e) fir alle
ec k.
Ausgabe: Aufspannender Baum T von G minimalen Gewichts. A

1. (Initialisierung):
FOR ALL ¢ € V DO:
Setze V; := {i} und T; :=0.
2. DO |V| - 1 TIMES:
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(a) Wiéhle eine nicht-leere Menge V;.

(b) Wéhle eine Kante uv € E mit u € V;, v € V' \ V; und c(uv) < c(pq) fiir alle
pg€ EmitpeV;, qe V\V,.

(c) Bestimme j, so dass v € V.
(d) Setze V; :=V;UV}; V;:=0.
(e) Setze T; :=T; UT; U{uv}; Tj := 0.

3. Gib diejenige Kantenmenge T; mit T; # () aus.

Algorithmus (5.9)) ist ein Spezialfall von Algorithmus (5.12)). Uberlegen Sie sich wieso!
(5.13) Satz. Algorithmus (5.12) bestimmt einen minimalen aufspannenden Baum. A

Beweis. Wir zeigen durch Induktion tiber p = |T1|+ ...+ |T},|, dass G einen minimalen
aufspannenden Baum T enthilt mit 7; C T fiir alle . Ist p = 0, so ist nichts zu zeigen.
Sei uv eine Kante, die bei einem Durchlauf von Schritt 2 in (b) gewéhlt wurde. Nach
Induktionsvoraussetzung sind alle bisher bestimmten Mengen 7; in einem minimalen
aufspannenden Baum T enthalten. Gilt uv € T, so sind wir fertig. Ist uv € T', so enthélt
T U {uv} einen Kreis. Folglich muss es eine Kante rs € T' geben mit r € V;, s € V' \ V,.
Aufgrund unserer Wahl in (b) gilt c(uv) < ¢(rs). Alsoist T := (T'\ {rs}) U{uv} ebenfalls
ein minimaler aufspannender Baum und der neue Baum T erfiillt unsere Bedingungen.
Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus dem Fall p =n — 1. O

Die Laufzeit des Algorithmus héngt natiirlich sehr stark von den Datenstruk-
turen ab, die man zur Ausfiihrung des Schrittes 2 implementiert. Wir kénnen an dieser
Stelle nicht ausfiihrlich auf Implementierungstechniken eingehen und verweisen hierzu
auf Mehlhorn| (1984), Vol 2, Kapitel IV, Abschnitt 8. Hier wird gezeigt, dass bei geeig-
neten Datenstrukturen eine Laufzeit von O(nloglog m) Schritten erreicht werden kann.
Fiir planare Graphen ergibt sich sogar eine O(n)-Laufzeit.

Spanning-Tree-Algorithmen werden héufig als Unterprogramme zur Lésung von Travel-
ling-Salesman- und anderen Problemen bendétigt. Speziell ist hier eine Implementation
dieser Algorithmen fiir vollstdndige Graphen erforderlich. Der nachfolgende Algorithmus
lasst sich gerade fiir diesen Fall vollstandiger Graphen einfach implementieren und hat so-
wohl empirisch wie theoretisch giinstige Rechenzeiten aufzuweisen. Dieses Verfahren, das
offensichtlich ebenfalls eine Spezialisierung von ist, wird haufig PRIM-Algorithmus
genannt.

(5.14) PRIM-Algorithmus.

Eingabe: Zusammenhingender Graph G = (V, E) mit Kantengewichten c(e) fir alle
ec k.
Ausgabe: Aufspannender Baum 7" minimalen Gewichts ¢(T").

1. Wihle w € V beliebig, setze T := 0, W := {w}, V =V \ {w}.
2. Ist V =), dann gib T" aus und STOP.
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3. Wihle eine Kante uv mit w € W, v € V| so dass c¢(uv) = min{c(e) | e € §(W)}.

4. Setze
T:=TU{uv}
W =W uU{v}
V=V \{v}
und gehe zu 2. A

Das PRIM-Verfahren hat, bei geeigneten Datenstrukturen, eine Laufzeit von O(m +
nlogn) und kann fiir den vollstdndigen Graphen K,, so implementiert werden, dass seine
Laufzeit O(n?) betrigt, was offenbar beziiglich der Ordnung (also bis auf Multiplikation

n(n—1) Kanten

mit Konstanten und bis auf lineare Terme) bestmoglich ist, da ja jede der
mindestens einmal {iberpriift werden muss. Bereits bei dieser Uberpriifung sind O(n?)
Schritte notwendig. Nachfolgend finden Sie eine Liste eines PASCAL-Programms fiir
Algorithmus , das fiir die Bestimmung minimaler aufspannender Badume im K,
konzipiert ist.

(5.15) Algorithmus PASCAL-Implementierung von Algorithmus ((5.14]).

PROGRAM prim(inp, outp);

/Koo sk ko ok sk ko sk ok sk ko sk ko sk ko sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok ok

* *
Prim’s Algorithm to Determine a Minimum Spanning Tree
in a Complete Graph With n Nodes

* % %

(G. Reinelt) *

Input:

There are four ways to input the edge weights of the complete
graph K_n. In any case we assume that first two numbers are given:

number of nodes
input mode

n =
mode =
Mode specifies the input mode for the edge weights. All edge weights
have to be integers.

Mode=0 : The full matrix of edge weights is given. The entries are
stored row by row. The lower diagonal and the diagonal
entries are ignored.

Mode=1 : The matrix of edge weights is given as upper triangular
matrix. The entries are stored row by row.

Mode=2 : The matrix of edge weights is given as lower triangular
matrix. The entries are stored row by row.

Mode=3 : The edge weights are given in an edge list of the
form: 1st endnode, 2nd endnode, edge weight. Edges which
are not present are assumed to have ’infinite’ weight.
The input is ended if the first endnode is less than 1.

KX K K K X X K K KX K KKK K KKK KKK KKK KKK KK KX

KX X K K X X X K K X X K K X X K K K X K K K X X X X X
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**************************************************************************/

CONST max_n = 100; { maximum number of nodes }
max_n2 = 4950; { max_n choose 2 = number of edges of K_n}
{ to process larger graphs only max_n and
max-n2 have to be changed }
inf = maxint; { infinity }

TYPE arrn2

ARRAY[1..max_n2] OF integer;

arrn = ARRAY[1..max_n] OF integer;
VAR i, j,
mode, { input mode of weights:
0 : full matrix
1 : upper triangular matrix
2 : lower triangular matrix
3 : edge list }
min, { minimum distance }
ind, { index of entering edge }
newnode, { entering tree node }
t1, t2, { entering tree edge }
outnodes, { number of nodes not in tree }
C,
weight, { weight of tree }
nchoose?2,
n : integer; { number of nodes }
W ! arrn2; { vector of weights }
dope, { dope vector for index calculations }
dist, { shortest distances to non-tree nodes }
in_t, { in-tree node of shortest edge }
out_t : arrn; { out-tree node of shortest edge }

{ minimum tree is also stored in in_t & out_t}
connected : boolean; { true <=> input graph is connected? }
inp, { input file }
outp 1 text; { output file }

BEGIN {MAIN PROGRAM}
{====== Input of complete graph =====}

reset (inp);
rewrite(outp);

{- number of nodes -}
writeln(outp, ’Enter number of nodes:’);
read(inp,n);

IF (n<1) OR (n>max_n) THEN

BEGIN
writeln(outp, ’Number of nodes too large or not positive!’);
HALT;

END;

{- initialize dope vector -}
nchoose2 := (n * (n-1)) DIV 2;
FOR i:=1 TO nchoose2 DO

wl[i] := inf;
dope[1] := -1;
FOR i:=2 TO n DO

dope[i] := dopel[i-1] + n - i;
{- input mode -}
writeln(outp, ’Enter input mode:’);
read(inp,mode) ;

{- edge weights -}
CASE mode OF
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0 : {x full matrix *}
BEGIN
FOR i:=1 TO n DO
FOR j:=1 TO n DO
BEGIN
read(inp, c);
IF i<j THEN w[dopel[i]l+j] := c;
END
END;
1 : {* upper triangular matrix *}
BEGIN
FOR i:=1 TO nchoose2 DO
read(inp, wl[il);
END;
2 : {* lower triangular matrix *}
BEGIN
FOR i:=2 TO n DO
FOR j:=1 TO i-1 DO
BEGIN
read(inp, c);
wldope[jl+i] := c;
END;
END;
3 : {* edge list *}
BEGIN
read(inp, i, j, ©);
WHILE (i>0) DO
BEGIN
IF (i<1) OR (i>n) OR
(j<1) OR (j>n)
THEN BEGIN

5.2 Optimale Baume und Walder

writeln(outp,’Input error, node out of range!’);

HALT;
END;
IF i<j
THEN w[dopel[il+j] := ¢
ELSE wldope[jl+il := c;
read(inp, i, j, ¢);
END;
END;
ELSE: {* invalid mode *}
BEGIN
writeln(outp,’Invalid input mode!’);
HALT;
END;
END; {OF CASE}

{====== Initialization ======}

connected := true;

outnodes := n-1;

weight = 0;

FOR i:=1 TO outnodes DO

BEGIN
in_t[i]
out_t[i]
dist[i]

END;

1;
i+1;
wlil;

{====== Prim’s Algorithm ======}

WHILE (outnodes > 1) AND connected DO
BEGIN
{- determine entering node -}
min := inf;
ind := 0;
FOR i:=1 TO outnodes DO
IF dist[i] < min
THEN BEGIN
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min := dist[i];
ind := i;
END;
IF ind = 0
THEN connected := false
ELSE BEGIN
{- augment tree -}
weight := weight + min;
newnode := out_t[ind];
t1 := in_t[ind];
t2 := out_t[ind];
c := dist[ind];
in_t[ind] := in_t[outnodes];
out_t[ind] := out_t [outnodes];
dist[ind] := dist[outnodes];
in_t [outnodes] = t1;
out_t [outnodes] t2;

dist [outnodes] c;
outnodes := outnodes - 1;
{- update dist[] and in_t[] -}
FOR i:=1 TO outnodes DO
BEGIN
IF newnode < out_t[i]
THEN c := w[dope[newnode]+out_t[i]]
ELSE c¢ := wldopelout_t[i]]+newnode]l;
IF c < dist[il

THEN BEGIN
in_t[i] := newnode;
dist[i] := c;
END;
END;

END;
END;
{- insert the last edge -}
IF connected
THEN IF dist[1]>=inf
THEN connected := false
ELSE weight weight + dist[1];

{====== Output of minimum spanning tree ======}

writeln(outp);
IF NOT connected
THEN writeln(outp,’The graph is disconnected.’)
ELSE BEGIN
writeln(outp,’Minimum spanning tree:’);
writeln(outp,’ )
writeln(outp) ;
FOR i:=n-1 DOWNTO 1 DO
writeln(outp, in_t[i]:5, > - ’, out_t[i]:3,
> (0, dist[il:1,7)?);
writeln(outp);
writeln(outp,’Weight: ’, weight:6);
writeln(outp);
END;
END.

Wir wollen nun noch ein Beispiel angeben, das die Vorgehensweise der Algorithmen

(5.9), (5.11)) und (5.14]) verdeutlicht.
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®
9
©

(a) Beispielgraph. (b) Ergebnis von Algorithmus (5.9). (c) FErgebnis von Algorith-
mus (5.14)).

Abbildung 5.1: Ein Beispielgraph und die MSTs, die sich als Ergebnis der Algorith-
men ((5.9) und (5.14)) ergeben.

(5.16) Beispiel. Wir betrachten den in Abbildung dargestellten Graphen. Wir
wenden Algorithmus an. Zunéchst sortieren wir die Kanten in nicht absteigender
Reihenfolge hi, be, ab, ac, de, ef, eg, be, bf, cf, dg, ad, ae, hf, he, hg. In Schritt 3 von
(5.9) werden die in der Abbildung gezeichneten Kanten ausgewahlt. Den Prim-
Algorithmus starten wir mit dem Knoten w = a. Es ergibt sich der in Abbildung
5.1(c)| gezeichnete minimale aufspannende Baum. YA

Wie Beispiel zeigt, muss ein minimaler Baum nicht eindeutig bestimmt sein.
Uberlegen Sie sich bitte, wie man feststellen kann, ob ein minimaler aufspannender Baum
eindeutig ist.

Weitergehende Informationen iiber Branchings und Aboreszenzen (sowie Walder und
Béume) finden sich im Buch |Schrijver| (2003) in Part V.

Im Internet finden sich viele ,,Graph Libraries* oder ,,Algorithm Repositories®, in denen
fertig implementierte Algorithmen angeboten werden, die das ,,Minimum Spanning Tree"-
oder ,Maximum Weighted Branching“-Problem l6sen. Einige der Algorithmensammlun-
gen sind kommerziell (und kosten Geld), einige sind frei verfiigbar, einige interaktiv
abrufbar und viele haben Visualisierungskomponenten. Die Halbwertzeit der Webseiten
ist hdufig nicht besonders hoch. Es folgen einige Webseiten, die Baum-, Branching- und
viele andere Graphenalgorithmen anbieten:

e COIN-OR::LEMON 1.1: http://lemon.cs.elte.hu
e QuickGraph: http://quickgraph.codeplex.com
e The Stony Brook Algorithm Repository: http://www.cs.sunysb.edu/ algorith/

e LEDA: http://www.algorithmic-solutions.com/leda/index.htm
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5.3 Kiirzeste Wege

Wir wollen uns nun mit der Aufgabe beschéftigen, in einem Digraphen mit Bogengewich-
ten kiirzeste gerichtete Wege zu finden. Wir werden Algorithmen vorstellen, die kiirzeste
Wege von einem Knoten zu einem anderen oder zu allen anderen oder kiirzeste Wege zwi-
schen zwei Knoten finden. Wir beschranken uns auf Digraphen, da derartige Probleme in
ungerichteten Graphen auf einfache Weise auf gerichtete Probleme reduziert werden kon-
nen. Denn ist ein Graph G = (V, E) mit Kantenldngen c(e) > 0 fiir alle e € E gegeben,
so ordnen wir diesem Graphen den Digraphen D = (V, A) mit A = {(4,7), (4,7) | ij € E}
und ¢((i,7)) := ¢((4, 7)) := ¢(ij) zu. Den (ungerichteten) [u,v]-Wegen in G entsprechen
dann die gerichteten (u,v)-Wege bzw. (v, u)-Wege in D und umgekehrt. Einander ent-
sprechende Wege in G und D haben nach Definition gleiche Léngen. Also liefert uns ein
kiirzester (u,v)-Weg (oder ein kiirzester (v,u)-Weg) in D einen kiirzesten [u, v]-Weg in
G.

Kiirzeste-Wege-Probleme spielen in der kombinatorischen Optimierung eine grofse Rol-
le. Es ist daher nicht {iberraschend, dass es zu diesem Problemkreis eine aufierordentlich
umfangreiche Literatur und sehr viele Losungsvorschliage gibt. Wenn man dann noch
Variationen hinzunimmt wie: Berechnung léngster Wege oder zuverlassiger Wege, von
Wegen maximaler Kapazitét, der k kiirzesten Wege, von Wegen mit gerader oder unge-
rader Bogenzahl etc., so liefert das den Stoff einer gesamten Vorlesung. Wir wollen in
dieser Vorlesung lediglich drei Algorithmen (fiir unterschiedliche Spezialfille) behandeln.
Der Leser, der sich fiir umfassendere Darstellungen interessiert, sei auf die Biicher [Ahuja
et al.| (1993), Krumke and Noltemeier| (2005), [Lawler| (1976]), [Mehlhorn| (1984), [Domsch-
ke (1972), [Schrijver| (2003), |Syslo et al.| (1983) verwiesen. Es werden derzeit immer noch
neue Algorithmen oder Modifikationen bekannter Algorithmen entdeckt, die aus theore-
tischer oder praktischer Sicht schneller als die bekannten Verfahren sind oder sonstige
Vorziige haben.

Es gibt keinen Algorithmus zur Bestimmung eines kiirzesten (s,¢)-Weges, der nicht
(zumindest implizit) auch alle tibrigen kiirzesten Wege von s nach v, s # v # t, berechnet.
Die Algorithmen fiir Kiirzeste-Wege-Probleme kann man in zwei Kategorien einteilen,
und zwar solche, die negative Bogenldngen zulassen, und solche, die nur nichtnegative
Bogenlangen behandeln kénnen. Von jedem der beiden Typen stellen wir einen Vertreter
vor. Ferner wollen wir noch einen Algorithmus behandeln, der kiirzeste Wege zwischen
allen Knoten berechnet.

Vermutlich haben sich die Menschen schon in grauer Vorzeit mit der Bestimmung kiir-
zester Wege beschéftigt, um z.B. Transporte zu vereinfachen, den Handel zu erleichtern
etc. Mathematik — im heutigen Sinne — wurde dabei sicherlich nicht verwendet. Eines
der &ltesten (uns bekannten) Wegeprobleme der (belletristischen) Literatur kommt aus
einer klassischen Quelle: Friedrich Schillers (1759-1805) Schauspiel “Wilhelm Tell”. Die-
ser konnte bereits 1291 nicht nur gut schiefsen, sondern auch optimieren. Und nur mit
dieser Kombination konnte er die Schweiz befreien! Tell befindet sich nach dem Apfel-
schuss am Ufer des Vierwaldstatter Sees unweit des Ortes Altdorf. Er muss unbedingt
vor dem Reichsvogt Hermann Gefiler die Hohle Gasse in Kiifinacht erreichen, siehe Ab-

bildung [5.2(b)]
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(a) F. Schiller. (b) Vierwaldstétter See.

Abbildung 5.2: Mathematik in der Belletristik: Schillers Schauspiel ,Wilhelm Tell“.

Schiller berichtet:

Tell. Iennt mit 0en nachsten Weg nach Arth und Kubnacht
Fischer. Die offne GtraBe zieht sich uber Steinen

Den turzern Weg und heimlichern

Kann Euch mein KAnabe tiber Loter filhren.
Tell (gibt ihm die Hand). ®&ott lohn Euch Eure Guttat. Lebet toohl.

Der Fischer 16st fiir Tell in dieser Szene offensichtlich ein graphentheoretisches Optimie-
rungsproblem. In einem Graphen (Wegenetz am Vierwaldstatter See) mit Kantenldngen
(Reisezeit) soll der kiirzeste Weg zwischen zwei vorgegebenen Punkten (Altdorf und Kiifs-
nacht) bestimmt werden. Tell behandelt sogar eine kompliziertere Variante mit einer zu-
sétzlichen Nebenbedingung: Die Summe von ,Verhaftungskoeffizienten“ muss unterhalb
eines sicheren Grenzwertes bleiben. Man kann dies auch als multikriterielles Optimie-
rungsproblem auffassen (Weglinge und Sicherheit gleichzeitig optimieren). Dies ist ein
Aufgabentyp, den wir auch heute noch nicht gut beherrschen. (In der Vorlesung wird
mehr dazu berichtet).

5.3.1 Ein Startknoten, nichtnegative Gewichte

Das Verfahren, das wir nun darstellen wollen, ist mehrfach entdeckt worden. Es wird
allgemein nach benannt. Wir gehen davon aus, dass ein Digraph D =
(V,A) mit “Gewichten” bzw. “Langen” oder “Entfernungen” c(a) > 0 fiir alle a € A
gegeben ist. Ferner seien ein Startknoten s und moglicherweise ein Endknoten ¢ gegeben.
Das Verfahren findet einen kiirzesten gerichteten Weg von s zu allen anderen Knoten
bzw. einen kiirzesten (s, t)-Weg.
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Der Algorithmus wird héufig als Markierungsmethode bezeichnet. (Warum, wird aus
dem Weiteren klar.) Seine Idee kann man wie folgt beschreiben.

Wir beginnen im Startknoten s, markieren s und ordnen s die permanente Distanz
Null (= Lénge des kiirzesten Weges von s zu sich selbst) zu. Alle iibrigen Knoten v
seien unmarkiert, und wir ordnen ihnen als tempordre Distanz (= Lénge des kiirzesten
bisher gefundenen (s,v)-Weges) entweder +oo oder die Linge des Bogens (s,v), falls
dieser in D existiert, zu. Der unmarkierte Knoten mit der kleinsten temporéren Distanz
ist dann der Knoten, der am néchsten zu s liegt. Nennen wir den Knoten u. Da alle
Bogenlédngen nicht-negativ sind, ist der Bogen (s, u) der kiizeste Weg von s nach u. Wir
markieren daher u und erklaren die temporire Distanz von u als permanent, weil wir
den (global) kiirzesten (s, u)-Weg gefunden haben. Nun bestimmen wir alle Nachfolger
v von u und vergleichen die temporédre Distanz von v mit der permanenten Distanz von
u plus der Lénge des Bogens (u,v). Ist diese Summe kleiner als die bisherige temporére
Distanz, wird sie die neue temporire Distanz, weil der bisher bekannte Weg von s nach
v langer ist als der Weg von s iiber v nach v. Wir wahlen nun wieder eine kleinste der
temporéren Distanzen, erkldren sie als permanent, da der bisher gefundene Weg durch
Umwege iiber andere Knoten nicht verkiirzt werden kann, markieren den zugehorigen
Knoten und fahren so fort bis entweder alle Knoten oder der gesuchte Endknoten ¢
markiert sind. Etwas formaler kann man diesen Algorithmus wie folgt aufschreiben.

(5.17) DIJKSTRA-Algorithmus.

Eingabe: Digraph D = (V, A), Gewichte c¢(a) > 0 fiir alle a € A, ein Knoten s € V
(und moglicherweise ein Knoten ¢t € V' \ {s}).
Ausgabe: Kiirzeste gerichtete Wege von s nach v fiir alle v € V und ihre Lénge (bzw. ein
kiirzester (s,t)-Weg).
Datenstrukturen: DIST(v) Lénge des kiirzesten (s, v)-Weges
VOR(v) Vorgénger von v im kiirzesten (s, v)-Weg

1. Setze:

(s):=0

DIST(v) :=¢((s,v)) Vv eV mit (s,v) € A
(v) =400 VoeV mit (s,v) € A

VOR(v) :=s VoeV\{s}

Markiere s, alle iibrigen Knoten seien unmarkiert.

2. Bestimme einen unmarkierten Knoten u, so dass
DIST(u) = min{DIST(v) | v unmarkiert}. Markiere u.
(Falls uw = t, gehe zu 5.)

3. Fiir alle unmarkierten Knoten v mit (u,v) € A fiithre aus:

Falls DIST(v) > DIST(u) + ¢((u,v)) setze:
DIST(v) := DIST(u) + ¢((u,v)) und VOR(v) := w.

4. Sind noch nicht alle Knoten markiert, gehe zu 2.
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5. Fir alle markierten Knoten v ist DIST(v) die Lénge eines kiirzesten (s, v)-Weges.
Falls v markiert ist und DIST(v) < 400, so ist VOR(v) der Vorgénger von v in
einem kiirzesten (s,v)-Weg, d. h. durch Riickwértsgehen bis s kann ein kiirzester
(s,v)-Weg bestimmt werden. (Brechen wir das Verfahren nicht in Schritt 2 ab und
gilt am Ende DIST(v) = +00, so heift das, dass es in D keinen (s, v)-Weg gibt.)A

Zur Notationsvereinfachung fiir den nachfolgenden Beweis bezeichnen wir mit DIST(v)
den Wert der in berechneten Distanzfunktion nach dem k-ten Durchlaufen der
Schritte 2, 3 und 4. Fiir den DIJKSTRA-Algorithmus gilt aufgrund der Auswahlvor-
schrift nach der k-ten Markierungsphase Folgendes: Sind die Knoten in der Reihenfolge
V1,2, . .., v, markiert worden, so gilt DIST(v1) < ... < DISTg(vk) < DISTg(v) fiir alle
bisher unmarkierten Knoten v.

(5.18) Satz. Der Dijkstra-Algorithmus arbeitet korrekt. A

Beweis. Wir zeigen durch Induktion iiber die Anzahl k markierter Knoten Folgendes: Ist
v markiert, so enthélt DISTj(v) die Lénge eines kiirzesten (s, v)-Weges; ist v unmarkiert,
so enthélt DIST(v) die Lange eines kiirzesten (s, v)-Weges, wobei als innere Knoten nur
markierte Knoten zugelassen sind. (Falls DISTy(v) = 400, so wird dies als Nichtexistenz
eines (s,v)-Weges bzw. eines (s,v)-Weges tiber markierte innere Knoten interpretiert).
Hieraus folgt offenbar die Behauptung.

Ist nur ein Knoten (also s) markiert, so ist unsere Behauptung aufgrund der Defi-
nition in Schritt 1 korrekt. Wir nehmen nun an, dass die Behauptung richtig ist fiir k
markierte Knoten und dass das Verfahren in Schritt 2 einen (k + 1)-sten Knoten, sa-
gen wir u, markiert und Schritt 3 durchlaufen hat. Nach Induktionsvoraussetzung ist
DIST(u) die Lénge eines kiirzesten (s,u)-Weges, der als innere Knoten nur die ers-
ten k markierten Knoten benutzen darf. Gébe es einen kiirzeren gerichteten Weg, sa-
gen wir P, von s nach u, so miisste dieser einen Bogen von einem markierten Knoten
zu einem bisher nicht markierten Knoten enthalten. Sei (v,w) der erste derartige Bo-
gen auf dem Weg P. Der Teilweg P des Weges P von s nach w ist also ein (s, w)-
Weg, dessen innere Knoten markiert sind. Folglich gilt nach Induktionsvoraussetzung

DISTj41(w) < ¢(P). Aus DISTy11(u) < DISTj41(w) und der Nichtnegativitét der Bo-
genléngen folgt DISTy 1 (u) < ¢(P) < ¢(P), ein Widerspruch.

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir die derzeit unmarkierten Knoten v der Wert DISTj 1 (v)
die Lénge eines kiirzesten (s, v)-Weges ist, der nur markierte innere Knoten enthalten
darf. Im Update-Schritt 3 wird offenbar die Lénge eines (s,v)-Weges iiber markierte
Knoten verschieden von u verglichen mit der Lénge eines (s,v)-Weges tiber markierte
Knoten, der als vorletzten Knoten den Knoten u enthélt. Angenommen es gibt einen
(s,v)-Weg P tiber markierte Knoten (inclusive u), dessen vorletzter Knoten w verschie-
den von u ist und dessen Lange geringer ist als die kiirzeste Lange der oben betrachteten
Wege. Da DIST} 1 (w) die Lénge eines kiirzesten (s, w)-Weges ist und es einen solchen,
sagen wir P’ gibt, der nur markierte Knoten enthéilt, die verschieden von w sind (w
wurde vor u markiert), kann der (s, w)-Weg auf P nicht kiirzer als P’ sein, also ist P
nicht kiirzer als die Lange von P’ U {(w, v)}. Widerspruch. O
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In der Datenstruktur VOR merken wir uns zu jedem Knoten v seinen Vorgénger in
einem kiirzesten (s, v)-Weg. Einen kiirzesten (s,v)-Weg erhélt man also in umgekehrter
Reihenfolge durch die Knotenfolge

v, VOR(v), VOR(VOR(v)), ..., VOR(VOR(...VOR(v) .. .)).
Durch VOR ist offenbar eine Arboreszenz mit Wurzel s in D definiert. Daraus folgt sofort:

(5.19) Satz. Sei D = (V, A) ein Digraph mit nichtnegativen Bogengewichten und s € V,
dann gibt es eine Arboreszenz B mit Wurzel s, so dass fir jeden Knoten v € V', fiir den
es einen (s,v)-Weg in D gibt, der (eindeutig bestimmte) gerichtete Weg in B von s nach
v ein kirzester (s,v)-Weg ist. A

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass der PRIM-Algorithmus und der
DIJKSTRA-Algorithmus (im Wesentlichen) identische Algorithmen sind. Sie un-
terscheiden sich lediglich beziiglich einer Gewichtstransformation. In Schritt 3 von ([5.14))
wird min{c(e) | e € §(W)} gesucht, in Schritt 2 von wird auch ein derartiges
Minimum gesucht, jedoch sind vorher in Schritt 3 die Gewichte der Bogen des Schnittes
modifiziert worden.

Den DIJKSTRA-Algorithmus kann man ohne Schwierigkeiten so implementieren, dass
seine Laufzeit O(|V'|?) betrigt. Bei Digraphen mit geringer Bogenzahl kann die Laufzeit
durch Benutzung spezieller Datenstrukturen beschleunigt werden, siehe hierzu z.B.|Ahuja
et al.| (1993) oder |Schrijver| (2003).

5.3.2 Ein Startknoten, beliebige Gewichte

Das Problem, einen kiirzesten Weg in einem Digraphen mit beliebigen Bogengewichten
zu bestimmen, ist trivialerweise dquivalent zum Problem, einen lingsten Weg in einem
Digraphen mit beliebigen Bogengewichten zu finden. Gébe es fiir das letztere Problem
einen polynomialen Algorithmus, so kénnte man in polynomialer Zeit entscheiden, ob
ein Digraph einen gerichteten hamiltonschen Weg enthélt. Dieses Problem ist aber N'P-
vollsténdig, also ist das Kiirzester-Weg-Problem fiir beliebige Gewichte N'P-schwer.
Andererseits kann man dennoch in beliebig gewichteten Digraphen kiirzeste Wege fin-
den, wenn die negativen Gewichte “gut verteilt” sind oder der Digraph bestimmte Eigen-
schaften hat. Der DIJKSTRA-Algorithmus funktioniert bei negativen Gewichten nicht
(im Induktionsschritt des Beweises von wurde von der Nichtnegativitit explizit
Gebrauch gemacht). Wir wollen nun auf ein Verfahren eingehen, das unabhéngig vonein-
ander von |Moore| (1959)) und Bellman| (1958) vorgeschlagen wurde. Zu diesem Verfahren
gibt es eine Vielzahl von Verbesserungsvorschligen (siehe hierzu z. B. [Lawler| (1976),
Syslo et al. (1983)), |(Glover et al.| (1985)).
Die Idee hinter diesem Verfahren lésst sich wie folgt beschreiben. Wir wollen vom Start-
knoten s aus zu allen anderen Knoten v einen kiirzesten (s,v)-Weg bestimmen. Wir
initialisieren DIST(v) wieder mit 400 oder mit ¢((s,v)) (DIST(v) enthélt also die Lange
des kiirzesten zur Zeit bekannten (s,v)-Weges mit einer bestimmten Eigenschaft) und
setzen wie in VOR(v) = s. Nun versuchen wir, die Distanzen DIST(v) sukzessive
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Abbildung 5.3: Digraph mit negativen Kantengewichten

zu reduzieren. Finden wir einen Bogen (u,v) mit DIST(u) 4+ ¢((u,v)) < DIST(v), so
setzen wir DIST(v) := DIST (u) 4 ¢((u, v)) und VOR(v) := u. Wir fiithren diese Iteration
so lange fort, bis kein Wert DIST(u) mehr reduziert werden kann. Die verschiedenen
Versionen des Moore-Bellman-Algorithmus unterscheiden sich durch die Art, wie die-
se Basisiteration ausgefithrt wird (d. h. in welcher Reihenfolge die Knoten und Bégen
(u. U. mehrfach) abgearbeitet werden).

Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, unter welchen Umsténden der MOORE-BELL-
MAN-Algorithmus bei allgemeinen Gewichten nicht funktioniert. Wir betrachten den
Digraphen aus Abbildung mit den dort eingetragenen Gewichten. Wir initialisieren
mit DIST(1) = 0, DIST(2) = 2, DIST(3) = DIST(4) = 400, VOR(i) = 1,7 = 1,2, 3,4.
Wir stellen fest, dass DIST(3) > DIST(2) + ¢((2,3)) = —2, und setzen DIST(3) = —2,
VOR(3) = 2. Wir setzen analog DIST(4) = DIST(3) + ¢((3,4)) = —1, VOR(4) = 3. Nun
gilt DIST(2) = 2 > DIST(4) + ¢((4,2)) = —4, also setzen wir DIST(2) = —4. Was ist
passiert? Der kiirzeste Weg von 1 nach 2 besteht offensichtlich aus dem Bogen (1,2) und
hat die Lénge 2. Wenden wir unser Verfahren an, so stellen wir fest, dass wir von 1 nach
4 mit der Wegldnge —1 gelangen koénnen. Dieser Weg enthélt den Knoten 2. Aber nun
kénnen wir von 4 nach 2 zuriickgehen, und unsere gerichtete Kette von 1 nach 2, nach 3,
nach 4 und wieder zu 2 hat eine geringere Lénge als der direkte Weg von 1 nach 2. Der
Grund fiir diese Wegverkiirzung liegt darin, dass wir einen Kreis, hier den Kreis (2,3,4),
entdeckt haben, dessen Gesamtlange negativ ist. Laufen wir nun noch einmal durch diesen
Kreis, so kénnen wir die “Weglédnge” noch weiter verkiirzen, d. h. unser Verfahren wird eine
immer kleinere “Weglénge” produzieren und nicht enden. Nennen wir einen gerichteten
Kreis C' negativ, wenn sein Gewicht ¢(C) negativ ist, so zeigt die obige Uberlegung,
dass negative Kreise in einem Digraphen zum Scheitern des Verfahrens fithren. Hat ein
Digraph tiberhaupt keinen gerichteten Kreis, ist er also azyklisch, so gibt es insbesondere
keine negativen Kreise, und das MOORE-BELLMAN-Verfahren funktioniert.

(5.20) MOORE-BELLMAN-Algorithmus fiir azyklische Digraphen.
Eingabe: Azyklischer Digraph D = (V, A), Gewichte c(a) fiir alle a € A (beliebige
negative Gewichte sind zugelassen), ein Knoten s € V.

Ausgabe: Fiir jeden Knoten v € V' ein kiirzester (s, v)-Weg und seine Lénge.
Datenstrukturen: DIST(v), VOR(v) fiir alle v € V. O. B. d. A. nehmen wir an, dass
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V ={1,2,...,n} gilt und alle Bégen die Form (u,v) mit u < v haben.

1. Setze:
0 falls s = v
DIST(v) := < +o0 falls s # v und (s,v) ¢ A4
¢((s,v)) andernfalls

VOR(v) :=s.
2. DOv=s+2TO n:

3. DOu=s5s+1TOv—1:
Falls (u,v) € A und DIST(u) + ¢((u,v)) < DIST(v) setze

DIST(v) := DIST(u) + ¢((u,v)) und VOR(v) := w.
END 3.
END 2.

4. Falls DIST(v) < +o00, so enthédlt DIST(v) die Lénge des kiirzesten gerichteten
Weges von s nach v, und aus VOR kann ein kiirzester (s, v)-Weg entnommen wer-
den. Falls DIST(v) = 400, so existiert in D kein (s, v)-Weg. A

(5.21) Satz. Algorithmus (5.20)) funktioniert fir beliebige azyklische Digraphen D und
beliebige Bogengewichte. A

Beweis. Nach Voraussetzung haben alle Bogen in D die Form (u,v) mit u < v. Folglich
gibt es in D keinen (s, v)-Weg fiir v < s. Nach Definition ist die Lédnge eines (s, s)-Weges
gleich Null. Ferner enthélt jeder (s,v)-Weg mit v > s nur innere Knoten u mit s < u < v.
Es gibt hochstens einen (s, s+1)-Weg, ndmlich den Bogen (s, s+ 1), falls er in D existiert,
also enthélt DIST(v) fiir 1 < v < s+ 1 die Lénge eines kiirzesten (s,v)-Weges in D.

Ist v > s+ 1, so folgt durch Induktion iiber die Schleifenindizes der Schleife 2, dass
DIST(u) die Lénge eines kiirzesten (s,u)-Weges fiir 1 < u < v enthélt. Aus formalen
Griinden lassen wir Schleife 2 mit v = s+ 1 beginnen. Dadurch wird kein Wert DIST (u)
in Schritt 3 gedndert. Fiir v = s 4+ 1 ist somit nach obiger Bemerkung die Behauptung
korrekt. Sei also die Behauptung fiir v richtig und betrachten wir den Knoten v+ 1. Nach
Induktionsvoraussetzung enthélt DIST (u), 1 < u < v, die Lénge eines kiirzesten (s, u)-
Weges. Da ein (s, v + 1)-Weg entweder von s direkt nach v + 1 fithrt (das Gewicht dieses
Bogens ist gegenwértig in DIST (v + 1) gespeichert) oder zunéchst zu Zwischenknoten u
im Intervall s < v < v und dann auf einen Bogen nach v+ 1 fiihrt, ist also die Lange des
kiirzesten (s,v + 1)-Weges gegeben durch das Minimum der folgenden beiden Werte:

c((s,v+1)) =DIST(v + 1),

Lénge des kiirzesten (s, u)-Weges + ¢((u,v + 1)) = DIST(u) + ¢((u,v + 1)).

Dieses Minimum wird offenbar bei Ausfithrung der Schleife 3 fiir v + 1 berechnet. Daraus
folgt die Behauptung. O
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Da das Verfahren im wesentlichen aus zwei Schleifen besteht, die beide iiber
maximal n — 2 Indizes laufen, ist die Laufzeit des Verfahrens O(n?).

Wir geben nun den MOORE-BELLMAN-Algorithmus fiir beliebige Digraphen in zwei
verschiedenen Varianten an:

(5.22) MOORE-BELLMAN-Algorithmus.

Eingabe: Digraph D = (V, A), Gewichte c(a) fiir alle a € A (kénnen auch negativ sein),
ein Knoten s € V.
Ausgabe: Fiir jeden Knoten v € V' ein kiirzester (s,v)-Weg und seine Léange. Korrekt-
heit des Output ist nur dann garantiert, wenn D keinen negativen Kreis enthélt.
Datenstrukturen: DIST(v), VOR(v) fiir alle v € V (wie in Algorithmus (5.17))
1. Setze:
(s):=0
(v) :=¢((s,v)) falls (s,v) € A
DIST(v) := o0 sonst
(v):=s VveV.

YEN-VARIANTE Wir nehmen hier zur Vereinfachung der Darstellung o. B. d. A. an,
dass V. ={1,...,n} und s = 1 gilt.

2.D0m=0TO n—2:
. Falls m gerade: DO v =2 TO n:

4. DOu=1TOv—-1:
Falls (u,v) € A und DIST(u) + ¢((u,v)) < DIST(v),
setze DIST(v) := DIST(u) + ¢((u,v)) und VOR(v) := u.

w

END 4.
END 3.
5. Falls m ungerade: DO v =n—-1TO 1 BY —1:
6. DOu=nTOv+1BY —1:
Falls (u,v) € A und DIST(u) + ¢((u,v)) < DIST(v),
setze DIST(v) := DIST(u) + ¢((u,v))
und VOR(v) := .
END 6.
END 5.
END 2.
Gehe zu 7.

D’ESOPO-PAPE-VARIANTE
2’ Initialisiere eine Schlange ) und setze s in Q.

3. Hole das erste Element aus der Schlange, sagen wir u.
4'. Fiir alle Bogen (u,v), die in u beginnen, fiihre aus:

5. Falls DIST(u) + ¢((u,v)) < DIST(v)
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a) setze DIST(v) := DIST(u) + ¢((u,v)) und VOR(v) := u,
b) Falls v noch nicht in @ war, setze v an das Ende von @,

c¢) Falls v schon in @ war, aber gegenwértig nicht in @ ist, setze v an den Anfang
von Q.

END 4.
6’. Ist die Schlange nicht leer, gehe zu 3', andernfalls zu 7.

7. Falls DIST(v) < 400, so enthélt DIST (v) die Lange eines kiirzesten (s, v)-Weges,
und aus VOR(v) kann wie iiblich ein kiirzester (s, v)-Weg rekonstruiert werden. Ist
DIST(v) = +o00, so gibt es in D keinen (s, v)-Weg. A

Es ist intuitiv einsichtig, dass das MOORE-BELLMAN-Verfahren ein korrektes Ergeb-
nis liefert, falls keine negativen Kreise vorliegen. Ebenso leuchtet ein, dass die D’ESOPO-
PAPE-Variante eine Spezialisierung dieses Verfahrens ist mit einer konkreten Angabe der
Bearbeitungsreihenfolge. Wir wollen nun noch die Korrektheit der YEN-Variante vorfiih-
ren.

(5.23) Satz. Die YEN-Variante des MOORE-BELLMAN-Verfahrens arbeitet korrekt,
falls D keinen negativen gerichteten Kreis enthdlt. A

Beweis. Wir geben dem Vektor DIST eine Interpretation, aus der die Korrektheit ein-
fach folgt. Wir haben in angenommen, dass s = 1 gilt und die Knoten mit
1,2,...,n bezeichnet sind. Wir nennen einen Bogen (u,v) einen Aufwdrtsbogen, falls
u < v gilt, andernfalls heiflt (u,v) Abwdrtsbogen. Wir sprechen von einem Richtungs-
wechsel, wenn in einem (s, v)-Weg ein Abwértsbogen auf einen Aufwértsbogen folgt oder
umgekehrt. Da s = 1, ist der erste Bogen immer ein Aufwértsbogen, also ist der erste
Richtungswechsel immer aufwérts nach abwérts. Um einfacher argumentieren zu kénnen,
bezeichnen wir mit DIST (v, m) den Inhalt des Vektors DIST(v) nach Beendigung der
m-ten Iteration der dufseren Schleife.

Wir behaupten nun:

DIST (v, m) = min{c(W) | W ist ein gerichteter (1,v)-Weg mit
hochstens m Richtungswechseln}, 0 < m < n — 2.

Da ein (1,v)-Weg hochstens n — 1 Bogen und somit héchstens n — 2 Richtungswechsel
besitzt, folgt der Satz aus dem Beweis unserer Behauptung.

Wir beweisen unsere Behauptung durch Induktion {iber m. Fiir m = 0 ist der Durch-
lauf der Schritte 3 und 4 nichts anderes als Algorithmus (angewendet auf s = 1 und den
azyklischen Digraphen der Aufwértsbégen, der keinen gerichteten und somit auch kei-
nen gerichteten negativen Kreis enthélt), dessen Korrektheit wir in Satz bewiesen
haben. DIST (v, 0) enthélt somit die Lénge des kiirzesten (1,v)-Weges ohne Richtungs-
wechsel, die Behauptung fiir m = 0 ist also richtig.

Nehmen wir nun an, dass unsere Behauptung fiir m > 0 richtig ist und dass wir Schleife
2 zum (m+1)-sten Male durchlaufen haben. Wir miissen zwei Fille unterscheiden: m+1
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gerade oder ungerade. Wir fithren den Fall m 4+ 1 ungerade vor, der andere Fall folgt
analog. Die Menge der (1,v)-Wege mit hochstens m + 1 Richtungswechseln besteht aus
folgenden Wegen:

(a) (1,v)-Wege mit hochstens m Richtungswechseln,
(b) (1,v)-Wege mit genau m + 1 Richtungswechseln.

Die Minimalldnge der Wege in (a) kennen wir nach Induktionsvoraussetzung bereits,
sie ist DIST (v, m).

Wir haben angenommen, dass s = 1 gilt, also ist der erste Bogen eines jeden Weges ein
Aufwirtsbogen. Fiir einen (1, v)-Weg mit m + 1 Richtungswechseln und m + 1 ungerade
ist daher der letzte Bogen ein Abwértsbogen.

Zur Bestimmung des Minimums in (b) fithren wir eine weitere Induktion iiber u =
n,n—1,...,v+1 durch. Da jeder Weg, der in n endet mit einem Aufwartsbogen aufhort,
gibt es keinen (1,n)-Weg mit genau m + 1 Richtungswechseln, also gilt DIST(n,m) =
DIST(n,m + 1).

Nehmen wir nun an, dass wir wissen, dass DIST(w,m + 1) firn > w > u > v+ 1
die Lange eines kiirzesten (1, w)-Weges mit hochstens m + 1 Richtungswechseln ist. Zur
Bestimmung der Lénge eines kiirzesten (1,u — 1)-Weges mit hochstens m + 1 Rich-
tungswechseln miissen wir die Lénge eines kiirzesten (1,u — 1)-Weges mit héchsten m
Richtungswechseln (diese ist in DIST(u — 1,m) gespeichert) vergleichen mit der Lange
eines kiirzesten (1,u — 1)-Weges mit genau m + 1 Richtungswechseln.

Sei nun P ein kiirzester (1,u — 1)-Weg mit genau m + 1 Richtungswechseln. Sei r
der Knoten auf P, bei dem der letzte Richtungswechsel erfolgt. Da der letzte Bogen
auf P, weil m 4+ 1 ungerade ist, ein Abwértsbogen ist, gilt v < r < n. Der Weg P,
auf P von 1 bis r ist ein gerichteter Weg mit m Richtungswechseln. Also gilt nach
Induktionsvoraussetzung ¢(P,) > DIST (r,m). Fiir alle Knoten s, die auf P zwischen r
und u — 1 liegen (also u — 1 < s < ), ist der Weg Ps auf P von 1 bis s ein gerichteter
(1, s)-Weg mit genau m + 1 Richtungswechseln. Somit ist nach Induktionsvoraussetzung
c(Ps) > DIST(s,m + 1). Ist t der vorletzte Knoten auf P, also (t,u — 1) € P, so ist
c¢(P) = c¢(Py) + c(t,u — 1) > DIST(t,m + 1) + c¢(t,u — 1). Der letzte Wert geht in die
Minimumsbildung in Schritt 6 ein. Also wird in Schritt 6 der kiirzeste aller (1, u—1)-Wege
mit héchstens m + 1 Richtungswechseln berechnet. O

Wir haben festgestellt, dass die beiden Varianten des MOORE-BELLMAN-Verfahrens
korrekt arbeiten, wenn der gegebene Digraph keine negativen Kreise enthélt, aber haben
bisher verschwiegen, wie man das effektiv entdeckt. Wie man das bei der D’ESOPO-
PAPE-Variante auf einfache Weise machen kann — ohne andere Algorithmen einzuschal-
ten — ist mir nicht bekannt. Bei der YEN-Variante gibt es eine simple Modifikation, die
das Gewdlinschte leistet.

(5.24) Bemerkung. Nehmen wir an, dass jeder Knoten des Digraphen D von s = 1
auf einem gerichteten Weg erreicht werden kann. D enthélt einen negativen Kreis genau
dann, wenn bei einer zusétzlichen Ausfithrung der Schleife 2 der YEN-Variante (also fiir
m =n — 1) der Wert DIST(v) fiir mindestens einen Knoten v € V' geédndert wird. A
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Der Beweis dieser Bemerkung sei dem Leser iiberlassen. Im néchsten Abschnitt werden
wir auf das Thema “negative Kreise” noch einmal zuriickkommen.

Die YEN-Variante des MOORE-BELLMAN-Algorithmus hat, da drei Schleifen iiber
maximal n Indizes ineinander geschaltet sind, eine Laufzeit von O(n?). Fiir die D’ESOPO-
PAPE-Variante gibt es (konstruierte) Beispiele mit exponentieller Laufzeit (siche Ubungs-
aufgabe). Dennoch hat sie sich in der Praxis als sehr schnell erwiesen und ist fast immer
der YEN-Variante tiberlegen. Sind alle Gewichte positiv und sollen kiirzeste (s,v)-Wege
fiir alle v € V bestimmt werden, so ist die DIJKSTRA-Methode fiir Digraphen mit vielen
Bogen (d. h. O(n?) Bogen) die bessere Methode; bei Digraphen mit wenigen Bégen haben
extensive Testldufe gezeigt, dass die D’ESOPO-PAPE-Variante in der Praxis giinstigere
Laufzeiten erbringt.

5.3.3 Kiirzeste Wege zwischen allen Knotenpaaren

Natiirlich kann man kiirzeste Wege zwischen je zwei Knotenpaaren eines Digraphen D
dadurch bestimmen, dass man das DIJKSTRA- oder das MOORE-BELLMAN-Verfahren
n-mal anwendet, d. h. jeder Knoten wird einmal als Startknoten gewihlt. Bei Benutzung
der DIJKSTRA-Methode (nicht-negative Gewichte vorausgesetzt) hiitte dieses Verfahren
eine Laufzeit von O(n?). Falls negative Gewichte vorkommen, miisste die YEN-Variante
verwendet werden, was zu einer Laufzeit von O(n?) fithrt. Es gibt jedoch einen extrem
einfachen O(n?)-Algorithmus, der das Gleiche leistet. Dieses Verfahren geht auf Floyd
(1962)) zuriick.

(5.25) FLOYD-Algorithmus.

Eingabe: Digraph D = (V, A),V = {1,...,n} mit Gewichten ¢(a) (kénnen auch negativ
sein), fiir alle a € A.

Ausgabe: Eine (n,n)-Matrix W = (w;;), so dass fiir ¢ # j w;; die Lange des kiirzesten
(,7)-Weges und w;; die Lange eines kiirzesten gerichteten Kreises, der i enthélt,
ist (eine Matrix mit diesen Eigenschaften nennt man Kirzeste- Wegldngen-Matrix)
und eine (n,n)-Matrix P = (p;;), so dass p;; der vorletzte Knoten eines kiirzesten
(i,7)-Weges (bzw. (i,1)-Kreises) ist.

1. DOi=1TO n:
DO j=1TO n:

c((i,7)) falls (i,j) € A

+00 andernfalls

i falls (i,7) € A

0 andernfalls (bedeutet, zur Zeit kein Weg bekannt)

Wij =

bij =

END

END.

2.DO1=1T0O n:
DO i=1TO n:
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DO j =1 TO n:
Falls w;; > wy + wyj,
setze wi; = wy + Wy und Dij = Dij-
(Falls 4 = j und w;; < 0, kann abgebrochen werden.)
END
END
END.

3. Gib W und P aus. AN

Fiir zwei Knoten 4, j kann der in P gespeicherte kiirzeste (i, j)-Weg wie folgt bestimmt
werden. Setze k := 1 und vy, := p;;.

Ist v, =i dann STOP, andernfalls setze vi11 := Py, kK := k + 1 und wiederhole,
d. h. wir iterieren so lange bis ein Knoten, sagen wir v, der Knoten ¢ ist, dann ist

(’L = Vs, Ug—1,Vs—-2,- - - 7'Ulaj)
ein kiirzester (i, j)-Weg. Uberzeugen Sie sich, dass dies stimmt!

(5.26) Satz. Sei D = (V, A) ein Digraph mit beliebigen Bogengewichten c(a) fir alle
a € A. Sei W die (n,n)-Matriz, die vom FLOYD-Algorithmus produziert wird, dann gilt:

(a) Der FLOYD-Algorithmus liefert genau dann eine Kirzeste- Weglangen-Matriz W,
wenn D keinen negativen gerichteten Kreis enthdlt.

(b) D enthilt genau dann einen negativen gerichteten Kreis, wenn ein Hauptdiagonal-
element von W negativ ist. A

Beweis. Zur Notationsvereinfachung bezeichnen wir die Anfangsmatrix W aus Schritt
1 mit WY, die Matrix W nach Beendigung des I-ten Durchlaufs der duferen Schleife
von 2 mit W' Durch Induktion iiber I = 0,1,...,n zeigen wir, dass W' genau dann
die Matrix der kiirzesten Léngen von (i, j)-Wegen (bzw. (i,7)-Kreisen) ist, bei denen die
Knoten 1, ..., als innere Knoten auftreten konnen, wenn D keinen negativen Kreis in der
Knotenmenge 1, ..., besitzt. Ist letzteres der Fall, so gilt w!, < 0 fiir ein i € {1,...,1}.

Fiir [ = 0 ist die Behauptung offenbar richtig. Angenommen, sie ist fiir [ > 0 richtig,
und wir haben die dufere Schleife von 2 zum (I + 1)-sten Male durchlaufen. Bei diesem
Durchlauf haben wir folgenden Schritt ausgefiihrt.

Falls wﬁj > fwﬁ’lﬂ + wa,j, dann setze wﬁ;rl = wﬁ’lH + wa’j,
d. h. wir haben die (nach Induktionsvoraussetzung) kiirzeste Lange eines (i,7)-Weges
tiber die Knoten 1,. .., verglichen mit der Summe der kiirzesten Léngen eines (7,1l + 1)-
Weges und eines (I + 1, j)-Weges jeweils iiber die Knoten 1,...,1. Die letztere Summe
reprasentiert also die Lange eines kiirzesten (7, j)-Weges iiber 1,...,l+1, der den Knoten

[ + 1 enthilt. Falls diese Summe kleiner als wﬁj ist, setzen wir wl = wé,l+1 + wf+17j,

ij
andernfalls wﬁjl = wfj. Daraus folgt die Behauptung, es sei denn, wéj > wi,lﬂ + waJ
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und die Verkettung, sagen wir K des (4,1 + 1)-Weges mit dem (I + 1, j)-Weg ist gar kein
Weg, d. h. K ist eine gerichtete (7, j)-Kette, die einen Knoten mindestens zweimal enthélt.
Die Kette K enthilt natiirlich einen (i, j)-Weg, sagen wir K, und K geht aus K dadurch
hervor, dass wir die in K vorkommenden gerichteten Kreise entfernen. Der Knoten [ 4 1
ist nach Konstruktion in einem der Kreise enthalten, also ist K ein (i,7)-Weg, der nur
Knoten aus {1,...,l} enthélt, d. h. wﬁj < c¢(K). Aus ¢(K) = wé’lﬂ + wfﬂ,j < wﬁj folgt,
dass mindestens einer der aus K entfernten gerichteten Kreise eine negative Lénge hat.
Fiir jeden Knoten ¢ dieses negativen Kreises muss folglich wﬁjl < 0 gelten. Daraus folgt

die Behauptung. O

Der FLOYD-Algorithmus liefert also explizit einen Kreis negativer Léange, falls ein
solcher existiert.

(5.27) Korollar. Fiir einen Digraphen D mit Bogengewichten, der keine negativen ge-
richteten Kreise enthilt, kann ein kiirzester gerichteter Kreis in O(n3) Schritten bestimmt
werden. VAN

Beweis. Wir fiihren den FLOYD-Algorithmus aus. Nach Beendigung des Verfahrens
ist in wy;, ¢ = 1,...,n die Lange eines kiirzesten gerichteten Kreises, der den Knoten
1 enthalt, verzeichnet. Wir wahlen einen Wert w;;, der so klein wie mdglich ist, und
rekonstruieren aus der Matrix P, wie oben angegeben, den gerichteten Kreis, der ¢ enthalt.
Dieser ist ein kiirzester gerichteter Kreis in D. Diese “Nachbearbeitung” erfordert lediglich
O(n) Operationen, also ist die worst-case-Komplexitiat des FLOYD-Algorithmus auch die
Laufzeitschranke fiir das Gesamtverfahren. O

Wendet man Algorithmus (5.25) auf Entfernungstabellen in Strafenatlanten an, so
wird man feststellen, dass es hiufig Stadte 7, j, k gibt mit ¢;;+cji < ¢;. Die Entfernungen
geniigen also nicht der Dreiecksungleichung. Warum ist das so?

5.3.4 Min-Max-Sitze und weitere Bemerkungen

Es folgen in einem kurzen Uberblick ein paar Zusatzbemerkungen zum Problemkreis
,Kiirzeste Wege".

Zwei Min-Max-Sitze In der Optimierungstheorie sind sogenannte Dualitéts- oder Min-
Max-Séatze von besonderer Bedeutung. Diese Sétze sind von folgendem Typ: Man hat eine
Menge P und eine Zielfunktion ¢, die jedem Element x von P einen Wert ¢(x) zuordnet.
Gesucht wird

min{c(x) | x € P}.

Dann gelingt es manchmal auf natiirliche Weise und unter gewissen technischen Voraus-
setzungen eine Menge D und eine Zielfunktion b zu finden, die jedem y € D einen Wert
b(y) zuweist, mit der Eigenschaft

min{c(z) |z € P} = mazx{b(y) |y € D}.
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Wie wir spéater sehen werden, ist die Existenz eines Satzes dieser Art hiufig ein Indi-
kator dafiir, dass das Minimierungs- und das Maximierungsproblem , gut* gelost werden
kénnen. Fiir das Kiirzeste-Wege-Problem gibt es verschiedene Min-Max-Sétze. Wir ge-
ben zwei Beispiele an und erinnern daran, dass ein (s,t)-Schnitt in einem Digraphen
D = (V, A) eine Bogenmenge der Form 6" (w) = {(i,j) € A|i € W,j € (V \ W)} ist mit
der Eigenschaft s €¢ W, t e (W \ V).

(5.28) Satz. Sei D = (V,A) ein Digraph, und seien s,t € V, s # A. Dann ist die
minimale Linge (= Anzahl der Bogen) eines (s,t)-Weges gleich der mazimalen Anzahl
bogendisjunkter (s,t)-Schnitte. A

Beweis. Jeder (s,t)-Weg enthilt aus jedem (s,¢)-Schnitt mindestens einen Bogen. Gibt
es also d bogendisjunkte (s,t)-Schnitte, so hat jeder (s,t)-Weg mindestens die Lange d.
Daher ist das Minimum (d. h. die kiirzeste Lénge eines (s, t)-Weges) mindestens so grofs
wie das Maximum (gebildet iiber die Anzahl bogendisjunkter (s, t)-Schnitte).

Sei nun d die Lénge eines kiirzesten Weges, und sei V;,i = 1,...,d, die Menge der
Knoten v € V, die von s aus auf einem Weg der Léange kleiner als ¢ erreicht werden
kénnen. Dann sind die Schnitte 51 (V;) genau d bogendisjunkte (s,t)-Schnitte. O

Eine Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes auf gewichtete Digraphen ist das folgende
Resultat.

(5.29) Satz. Seien D = (V, A) ein Digraph, s,t € V, s # t, und c(a) € Zy fir alle
a € A. Dann ist die kiirzeste Linge eines (s,t)-Weges gleich der mazimalen Anzahl d von
(nicht notwendig verschiedenen) (s,t)-Schnitten C1, ...,Cq, so dass jeder Bogen a € A in
héchstens c(a) Schnitten C; liegt. A

Beweis. Sei P ein (s,t)-Weg und seien C, ..., Cy (s,t)-Schnitte wie im Satz gefordert,
dann gilt

d d
c(P)=) cla)=> HiracC}=> |C;NP| =) 1=d
=1 =1

acP a€P

Also ist das Minimum nicht kleiner als das Maximum.

Waihlen wir die (s,t)-Schnitte C; := §1(V;), mit V; := {v € V | v kann von s aus auf
einem gerichteten Weg P mit ¢(P) < i — 1 erreicht werden}, i =1, ..., d, dann sehen wir,
dass Gleichheit gilt. O

Kiirzeste Wege in ungerichteten Graphen Transformieren wir einen ungerichteten
Graphen G in einen gerichteten Graphen D, indem wir jeder Kante ¢j die beiden Bogen
(4,7) und (4,4) mit demGewicht von ij zuordnen, so kénnen wir natiirlich durch Anwen-
dung unserer Verfahren auf D auch kiirzeste Wege bzw. Kreise in G bestimmen. Man
beachte jedoch, dass ein negatives Kantengewicht ¢(ij) in G automatisch zu einem nega-
tiven gerichteten Kreis (i, 7)(j,4) in D fithrt. Mit unseren Methoden kénnen wir also nur
kiirzeste Wege und Kreise in Graphen mit nichtnegativen Kantengewichten bestimmen.
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Es sei an dieser Stelle jedoch darauf hingewiesen, dass auch in Graphen mit negativen
Kantengewichten kiirzeste Wege und Kreise bestimmt werden koénnen, falls kein Kreis
negativ ist. Dies geschieht mit Methoden der Matching-Theorie, auf die wir hier aus
Zeitgrinden nicht eingehen koénnen.

Laufzeiten Genaue Laufzeitanalysen von verschiedenen Varianten der hier vorgestellten
Algorithmen zur Berechnung von kiirzesten Wegen findet man z. B. in |Ahuja et al.| (1993)
auf den Seiten 154157 ebenso, wie einen kurzen geschichtlichen Uberblick.

Umfangreiche historische Bemerkungen zur Theorie und Algorithmik von kiirzesten
Wegen bietet das Buch von |Schrijver| (2003). In den Abschnitten 7.5 und 8.6 sind z. B.
Tabellen zu finden, die die Verbesserungen der Worst-Case-Laufzeiten von Kiirzeste-
Wege-Algorithmen dokumentieren.

Ein Algorithmus zur Bestimmung kiirzester Wege muss jeden Bogen des gegebenen
Digraphen D = (V, A) mindestens einmal ,anfassen“. Eine untere Schranke fiir die Lauf-
zeit eines jeden Algorithmus dieser Art ist somit O(m), m = |A|. [Thorup (1997)) hat
gezeigt, dass man diese Laufzeit fiir ungerichtete Graphen mit nichtnegativen Kantenge-
wichten tatséchlich erreichen kann. Er benutzt dazu sogenannte “Atomic Heaps”, deren
Verwendung n = |V| > 212*" yoraussetzt. Das bedeutet, dass diese Methode zwar theo-
retisch “gut”, aber fiir die Praxis ungeeignet ist. (Thorup diskutiert in seinem Aufsatz
auch implementierbare Varianten, allerdings haben diese eine schlechtere Laufzeit, z.B.
O(log Cpar + m + nlogloglogn), wobei Ch,q, das grofite Kantengewicht bezeichnet.)

Bei Routenplanern, wie sie z.B. im Internet oder in den Bordcomputern von Autos
angeboten werden, treten Digraphen mit mehreren Millionen Knoten auf (die in der Regel
nur einen kleinen Grad haben). Die Anbieter solcher Programme haben fir derartige
Probleme, bei denen ja der Grundgraph, der auf der CD gespeichert ist, fest bleibt,
Spezialverfahren entwickelt (z.B. durch intensives Preprocessing und die Abspeicherung
wichtiger kiirzester Verbindungen), die Kiirzeste-Wege-Probleme dieser Art sehr schnell
16sen. Um (selbst gesetzte) Zeitschranken fiir den Nutzer einzuhalten, benutzen diese
Algorithmen z.T. Heuristiken, und derartige Algorithmen liefern nicht notwendig immer
einen beweisbaren kiirzesten Weg. Einen iiberblick {iber diesen Aspekt findet man in
Goldberg (2007).

Fast alle Navigationssysteme bieten mehrere Optimierungsmoglichkeiten zur Bestim-
mung eines ,besten” Weges an. Man kann z. B. den schnellsten oder den kiirzesten Weg be-
stimmen lassen. Manche Navigationssysteme offerieren eine ,, Kombinationsoptimierung*,
man kann dann etwa eingeben, dass Schnelligkeit mit 70% und Streckenkiirze mit 30%
bertiicksichtigt werden. Dies ist eine spezielle Version der Mehrzieloptimierung. Die zwei
Zielfunktionen werden hierbei mit Parametern multipliziert und dann aufaddiert, so dass
nur eine einzige Zielfunktion entsteht. Das nennt man Skalierung. Man konnte auch an-
ders vorgehen: z. B. konnte man nach der schnellsten Route suchen, die eine vorgegebene
km-Zahl nicht iiberschreitet. Der Grund dafiir, dass Navigationssysteme solche Optionen
nicht anbieten, liegt darin, dass Kiirzeste-Wege-Probleme mit Nebenbedingungen in der
Regel N'P-schwer sind. Das ist z. B. so bei ,schnellster Weg mit km-Beschrankung oder
Hkiirzester Weg mit Zeitbeschrankung®.
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Noch besser fiir den Autofahrer wire die Angabe der Pareto-Menge. Im Falle der bei-
den Zielfunktionen ,kiirzester Weg* und ,schnellster Weg" miisste das Navigationssystem
alle Wege angeben, die ,nicht dominiert” sind. Solche Wege haben die Eigenschaft, dass
beim Versuch, die Weglédnge kiirzer zu machen, die Fahrzeit erhéht wird oder umge-
kehrt. Das hierbei uniiberwindliche Problem ist, dass die Kardinalitdt der Pareto-Menge
exponentiell in der Kodierungslange der Daten wachsen kann. Die Navigationssysteme
wiirden ,unendlich lange” rechnen und der Autofahrer in der Informationsflut ertrinken.
Aus diesem theoretischen Grund wird nur mit einer Skalierung gearbeitet, die durch den
Nutzer (falls er das will) vorgegeben wird.

Man konnte glauben, dass Fahrzeugnavigation das grofite Anwendungsfeld von Metho-
den zur Berechnung kiirzester Wege sei, aber der Umfang der Verwendung dieser Me-
thoden ist im Internet noch viel gréfser. Das derzeit am haufigsten verwendete Routing-
Protokoll ist das ,Open Shortest Path First-Protokoll“(kurz: OSPF). Bei Verwendung
dieses Protokolls wird fiir jedes Datenpaket ein kiirzester Weg (u. U. mehrfach) bestimmt,
und wenn man allein die Anzahl der E-Mails abschétzt, die weltweit taglich versandt wer-
den, so sieht man sehr schnell, wie hdufig die Bestimmung kiirzester Wege zum Einsatz
kommt. Ich kann hier das OSPF-Protokoll nicht im Detail erklaren und verweise dazu
auf Internetquellen, z. B. Wikipedia.

Die am Ende von Abschnitt [5.2] genannten Webseiten bieten auch verschiedene Algo-
rithmen zur Berechnung kiirzester Wege an.
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