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����©d�	�����*��©d����������ªT��©d£��¢«�©d£Ï�Tµa���k¯3¡���É³��¡�©e����©�©dµe ¥¡E«�©d£���©�Ë·§W¯3���¼È+µa§���¦����¥¨3��£�����¸����TÎa¦�ËT����«�©�ª�ªg��¦��
�±��É±«�§t��Ý�¨3¦�����ªT��©p² � ������ �¡����±£���©d������ÕQ��������©d�¥ �¡W¯�®Ò����©+�T������«d �¡d��©�£¤���±����©�¬�©¤®Yµa��£�����«�©�ªT��© ªT�����± �¡e�	É±«
ÝK����£���©p²,ßW¯3¡���É³��«�ªg���± ¥¡�©dµa¦�µaªg���g¹ � ����ËT��¡�����¦�µaªg��������Ët¹,¸�����������§d��ÝV�������� ¥¡W¯�®×�³¹p¯3§,���;¯3«d ¥¡+Ìl©¤®Yµa����¯3����ËÏ«�©d£
È�¯3��¡d����¯3����Ë��Þ�����¦���©*£d¯3§,����£¤���V��¯3«�Þ�����µa¦�¦���©p²kÊ�����°���©d� ¯3��ÉV�Tµa©*Ìl´�Üu¶M*¤�������*��©p¹g£¤����£¤���V£d¯3§t���d¯3«¤®Ò�����ÔÜ
����©d£���©�È�¯a������©�¯3©�Ê;¯3����©�«�©d£�Ìl©¤®Òµa����¯3����µa©d��©��T����Ý�¯3¦�����©�«�©d£�¯3©W¯3¦h*·����������©p¹g�����&��§,��©d��µ2«�©e«���ªk¨3©�ªaÜ
¦��� �¡8ÝV���;£����x°���©d� ¯3��É��Tµa©%Ú�Þ�������������«�©�ªT�¥��µ3®×�lÝ�¯3���	®×Ö���£¤���;ËTµa��Þ�¦��&%¤��© � ����ËT��¡�����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��Þ���µa§�¦����*�g²
Ê2¯a�¼´�¡d����¯+£¤���±������¬���§t�����³¹ø£¤����Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªd¹�������£d¯3§t��������© ����©�É³��¦�©d����¶· ¥¡��������*£����µaÞ,���¥¯3�����T��©
� ¦â¯3©e«�©�ª8���9Î3Ó(��©k��¦��� ¥¡d��© � ������µa©d��©�©W¯3¡k�T����ËT��¡��³²ø°���©d���¡d����¯3������ �¡d��°���©d���������¢«�©�ª8«�©d£�£¤����°���Ë·¦â¨�Ü
��«�©�ª¯3¦�¦����&����¦����a¯3©e����©�¸���ªg���ÑÓ(�x£����KÊ�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ª¼����_ � » � Ý�����£���©����)����������©�Û	¯3Þ�������¦WªT��ªT��§,��©p²
Ê����x¶e����«�Ëe��«���£�����ªT�±�¥¯3�¼����©*Ê���Þ�¦�µa��¯3��§,��������������©�¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² � ®Y�±����ªT��¡W¯3¦�����©�«�©d£��T����£���«���¦��� �¡e�&£¤���
�� ¥¡d����©k§W¯3������©¤®I¯a �¡d� � µa��ªT��¡d��©d��ÝK�������£����VÕQ�������� �¡W¯�®Ò������¯3��¡d����¯3����Ë,²W°���©EÎaËTµa©dµa�����¥ �¡d�±�³¹W���³¯3¦��±�V«�©d£
ËTµa��Þ�¦��&%��±� � ��µa§�¦����àÝV����£+����©�©k�Tµa¦�¦ø��¯3��¡d����¯3������ ¥¡ �*µe£���¦�¦���������«�©d£E��µa�����2¯3«¤®&����©+¯3§d�����¥¯3Ëe���±��«�©d£
¯3¦�¦�ªT���*����©d�±��»����T�³¯3«�ªT��¡dµa§t��©p²aÊ2¯a£¤«��� �¡�ÝV����££�����°���©d� ¯3��ÉV��¯3��¡d����¯3������ �¡d����È%����¡dµ·£���©������*Îaªg¦��� �¡k�³¹
£�������©�Øh«d�¥¯3���*��©�¡W¯3©�ª¼É±«��z¬�«d��ªk¯3©�ªT��Þ���µa§�¦����zËT����©d�±��®I¯3¦�¦��&µ3Ó(��©d���� �¡e��¦��� �¡�Ý�¯3�³²T¬�«¤®,£¤���±�¥��Õ��������������
��¯3©+¦�����É±����©d£¤¦��� �¡ ��©%£����;ÍO¯3ªT�g¹h����������¦Ñ®Y�¢���� ¥¡+����������ÝK������������©e�MÝV�� ¥ËT��¦�����©d£����Ìl©¤®Òµa����¯3����µa©d�����± �¡�©���Ë,¹
Ð��± ¥¡�©d����¦���������«�©�ªd¹&¬�¦�ªTµa������¡��*��© «�©d£}Ìl��Þ�¦����*��©k�¥¯3����µa©d��© � ��µa§�¦����*�E������ÈE��¦�¦���µa©d��© � ¯3���â¯3§�¦���© É±«
§,�³¯3��§t��������©Ï«�©d£Ï©W¯3¡d��É±«EµaÞ�������¯3¦��¢ÍpÎg��«�©�ªT��©ÏÉ±«Ï§,�±���������*��©p²
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Ê����j¬�«¤®Òªk¯3§t��©d������¦�¦�«�©�ª ���_ � » � ������±�C¹�¯3«d������©d����È+��©�ªT�j��¦����*��©k�¥¯3������¬���§,������������©�¡d��������©p¹���µaªd²
®°¯²±&³j´&µ¶±&·¸±&¹�±&³�µ¶±�¹K����©d�ÏÈ+��©�ªT�8�Tµa© ´#¯3ªT�±��£¤����©d������© ®ÒÖ��*����©�É³��¦�©d�EßW¯3¡�������É±« §���¦�£���©p²�Ê����±���Ï´ø¯3ªT�±��Ü
£¤����©d�����;����©d£(¹·ªk¯3©�É	¯3¦�¦�ªT���*����©Ï§,�����¥¯a �¡k�����³¹¤É±«�¦â¨a�¥����ªT�2¬�§¤®Yµa¦�ªT��©j�Tµa©8Ê�����©d������¦����*��©k����©p²d°���©d�;È+��©�ªT�
�Tµa©}Ê�����©d������©p¹�£¤���Ï¯3¦�¦��8¯3«d��É±«¤®×Ö�¡�����©d£���© ¬���§,������������©�¡d��������© ¯3§,£��± �Ë·�³¹ø�¥µa¦�¦K®Yµa���¥¯3©}������®a¯º±&³»´Eµ½¼�·h¾b³
§,��É³���� �¡�©d����ÝK����£���©p²&Ê����±�¥��Ê�����©d����Þ�¦â¨3©d�8��µa¦�¦���©�§�É±ªg¦I²øªT��Ý�¨3¡�¦������jØh����¦�Ëe��������������© µaÞ���������������Ý�����£���©p¹
£���©�Ë·§W¯3������©d£8¡�������£¤��� � ������µa©W¯3¦�ËTµg������©p¹t¬�©�ÉC¯3¡�¦ø£�����Ê�����©d�����g¹h¯3§,����¯3«d �¡+��µaÉ±�â¯3¦��2«�©d£E§t����������§�¦��� ¥¡d�
� µa��ªk¯3§,��© §�É±ªg¦I²p£����2¬���§,��������É³�����³²OØh« §,�³¯a �¡k����©1�����2§t����£���� � ¦â¯3©e«�©�ªd¹p£d¯a���2ªT�±�¥����É±¦��� �¡d�g¹(�¥¯3���À¿d�� ¥¡d�g¹
���± �¡�©����¥ �¡d�g¹d§,����������§�¦��� �¡d�	«�©d£Ï¯3©d£������	¬�©¤®Yµa��£�����«�©�ªT��©E�&%¤��������������©p¹�£¤���2��µCÝKµa¡�¦(®ÒÖ��x����©�É³��¦�©d�2Ê�����©d�����
¯3¦��	¯3«d �¡�®×Ö��	£���©�Ê�����©d����Þ�¦â¯3©1¯3¦��¼á	¯3©�É³�±�	����®×Ö�¦�¦��	�¥����©+�¼Öd������©p²p¸�����£���© §,��©dÎa����ªg����©1Ê;�&Ád©�������µa©d��©
«�©d£ ¸���ªg���ÑÓ(��© ¡W¯3¦������� ¥¡c���� ¥¡c�Tµa��¯3¦�¦�����¯3©�£¤����¬���§,�����IÂ ¸�Í#¶ �a'�0Ã É±«���Ê�����©d����Ü�«�©d£ÄÂ Í#¶ ' º Ã É±«��
Ù���¦â¯3«¤®×Þ�¦â¯3©e«�©�ªd²
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Ê����	¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² � §,�±�� �¡�������§���£d¯a� � ��µa§�¦����Â£�����Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ª�ªg¦�µa§W¯3¦I²hØh«��à����©d��©E�T����£���«���¦��� �¡k�
�����*£¤��� � µg��������µa©�£����¢Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ª%��©1£����¢ªT�±�¥¯3�¢����©����eÓe«d��©k������¦�¦���© � ¦â¯3©k«�©�ªT�¥¯3§¤®Yµa¦�ªT�g¹ø«�©d£ É±«��
¯3©d£�������©íªg��§��Ï������¬�«¤®Ò�¥ �¡�¦�«d���jÖ�§,���8����©d���*Îaªg¦��� �¡d�c¯3��µa��¯3���1¶e�� ¥¡k�lÝK�������c�Tµa©íÊ�����©d����Þ�¦â¨3©d��© «�©d£
Ê�����©d������©p¹d£����xÝV���V«�©d�����-®Òµa¦�ªT��©d£���©+¬�§d�¥ �¡�©������x�Tµa©Eµa§,��©8©W¯a �¡E«�©k����©E©W¨3¡d����©EÝKµa¦�¦���©p²

Base Constraints

Resource Constraints

Umlaufplanung Dienstplanung
Dienstreihenfolge-

planung

Ergänzungselemente

Dienste bestimmter 
Dienstarten

Dienstpläne

Dienstelement-
bestandteile

Verknüpfungen

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² �)¡ Ê����2�·�����x°�§,��©d��©E£�����Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ª����Ô_ � » � ²

F UdR�F�GMUW[&^�XgHKJMP,[
°���©d��È+��©�ªT���Tµa©�Ê�����©d������©p¹,��© £����ÊÕ��±£��±�2Ê�����©d������¦����*��©e�	ªT��©W¯3«�����©���¯3¦��Tµa© ����©d���>Ê�����©d���	¯3§�ªT�ÔÜ
£��± �Ë·��ÝV����£(¹d¡d���hÖg��Ê�����©d����Þ�¦â¯3©p²dÌl©ÏªT��ÝV��������©�¶eÉ³��©W¯3������©E������¯3§,����¯3«d ¥¡E����©d�	�*��¡���®I¯a �¡d�¼¬�§,£��± �Ë·«�©�ª
����¦â¯3«�§��³²x°��Ï§t�±������¡e�E¯3«d �¡ £¤��� È+Îaªg¦��� �¡�ËT�����³¹�Ê�����©d������¦����*��©k��� ¯3¦��ÏµaÞ�����µa©W¯3¦	É±« §,�����¥¯a �¡k����©p¹�£(² ¡p²
��µa¦� ¥¡d�E°�¦����*��©e���EËTÎa©�©d��©p¹��¼Öd������©×Õ��±£�µ· �¡ ©��� ¥¡k�j¯3§�ªT�±£��± �Ë·��Ý�����£���©p²&Ê;����Ù���ªk¯3©�ª1��������µa¦� ¥¡d��©
��Þ,��É±�ÀÁW�� �¡d��© � µa��ªk¯3§,��© ÝV����£+§t����£���� � ��µa§�¦������*µ·£���¦�¦�������«�©�ªEªT��©W¯3«d���	����¦â¨3«��������³²p�������;��µa¦�¦��Tµa���������
����©ÙØ�§t����§�¦��� ¥Ë�Ö�§,����£¤���	´#��������©dµa¦�µaªg���	���Ô_ � » � ªT��ªT��§t��©EÝK����£���©p²
Ê;����Ê�����©d����Þ�¦â¯3© ����¦�§d����Ëg¯3©�©�¯3§,���	¯3«d �¡ ¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��© «�©k������¦�����ªT��©p²O¶·µ�������É±«��9¸�������Þ�����¦�����©�¯3«d��Ü
ªT��ÝKµaªT��©d���2Ê�����©d�������À%(¹W£(² ¡p²h����©E�Tµa��ªT��ªT��§,��©d�±� � ����¡W¨3¦���©������Tµa©%Ê�����©d���¥¯3������©�µ·£�����Ê�����©d�����¶*·Þt��©+É±«
§,����Öd �Ë¤���� �¡e����ªT��©p²WÊ����±���	¶¤¯a �¡e�T����¡W¯3¦����¢Ý�����£���©Ï�*��������«�©k������������¦�����©�Ý����� �¡d�¢«�©d£j¡W¯3�����2»���§,��©k§,�±£¤��©¤Ü
ªg«�©�ªT��©p²¤��¯3������»���§t��©e§t�±£¤��©e«�©�ªT��©�Ý�����£���©Ï£¤������Ëe��¯3¦�����µaªd²�Ú+¾´e±�Û;Üb³»´EµÞÝ£¾b¯ß³�µß´x®Yµa���¢«�¦��������³¹·Ý�¨3¡�����©d£
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¬�§kÝK���� ¥¡k«�©�ªT��©��Tµa©¼Ý����� �¡d��©*»���§t��©e§t�±£¤��©�ªg«�©�ªT��©���©ªT�±����ªg©d��������¬����ø«�©d£¢Õ������¥�K��©�£�����Øh����¦Ñ®×«�©�Ë·����µa©
§,�±�����¥¯�®×�VÝ�����£���©p²

_øHVU�àdG²áKvtPtXTGILO[ïn�UWR+F�GMUW[&^�XgU�n&m�Re` ] F�GIUh[&^�XgPtRTXaUh[
Ê�«��� �¡�����©d��ËTµa©�Ë·�������Vßd�±����¦���ªg«�©�ª¼£�����«�©k����©*����¦â¨3«�����������© � ¯3�¥¯3�*��������ÝV����£*����©d��®°¯º±&³»´&µº¾�Ý&µ#£��&Ád©��������³²
Ìl©E£�����Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ª�Ý�����£���©%©e«���Ê�����©d�����	§,�����¥¯a �¡e�����³¹h£¤���¢ªT��©W¯3«%����©d������Þt��É±�ÀÁdÉ±����������©+Ê�����©d���¥¯3���
��©k����Þ����± �¡d��©p²

• � òd÷OõCþeó�
�þeöWþeýÒ÷øóOöhþeó ¦���ªT��©ÏªT����¨Ö £����VªT�±������É±¦��� ¥¡d��©+ÍO��©�ËeÉ³�������T����µa��£¤©e«�©�ª�®Y�±���³¹¤Ý�¯3©�©E«�©d£ÝV���Ï¦â¯3©�ªT�Ï����©d� � ¯3«d���Ï���¥¯3���£Ád©d£���© �¢«d���³¹�§�É±Ý	²���© ÝK��¦� ¥¡d��� Ù���®Y¯3©�ª1����©d�8Ù�©k������§����± ¥¡k«�©�ª
Ö�§,����¡W¯3«�Þ���¯3¦�� � ¯3«d���¯3©����± �¡d��©e§W¯3�������³²tØh«E����Ý�¨3¡�©d��©+����©d£8¡�������§,���p�Tµa��¯3¦�¦�����¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©¤Ü
«�©d£×â�«dµa������©e����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©p²#°���©d���Tµa¦�¦����¥¨3©d£¤��ªT��«�©d£+«���®Y¯a���¥��©d£���Ê��&Ád©�������µa©^Õ���©d�±� � ¯3«d�¥��©¤Ü
����ªT��¦�Ý�����ËT�±�x®Yµa¦�ªg��¯3©8ªT�±����ªg©d�������2¶e����¦�¦��2��©EÛ	¯3Þ�������¦p¾d²

• Ù�©k�����V£�����¸���ªg���ÑÓ+ñ ü þeó#õ ÿ±ÿYã�. þeó6ÝV����£�£¤����������Þ,µa�¥¯3¦��	¶e����«�Ëe��«��V£��±�VÊ�����©d�����±����Þ,��É±�ÀÁdÉ±�������³¹£(² ¡p²Wµa§Ï�±�x���� �¡8«��à����©d��©Eß���Ö�¡¤Ü¥¹dÈ%��������¦ÑÜ¥¹h¶eÞW¨3�xµ·£�����»�¯a ¥¡k��£¤����©d����«�©d£Ïµa§Ï�±�x���� ¥¡Ï«��@����©d��©
É³������¦��� ¥¡EÉ±«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT��©d£���©�µ·£����x«��@����©d��©%��µaªd²jäM±Eµ¶±&¯ß·åµ¶±&³Ù®°¯²±E³»´&µ�¡W¯3©d£���¦��³²

• ñ ü þeó#õ ÿ ÷øó ÿ þ�
3þ ü óF�Oþ üâÿ þ·ó ����©d£8Ê�����©d����������¦��2«�©d£ÏÊ�����©d��������Öd ¥ËT�g²°���©�Ê�����©d��������Öd �Ë ��©k����Þ����� �¡k�£���� ��¯�%·����¯3¦���©c´O����¦�����©d�±�	Ù���¦â¯3«¤®Ò�±�C¹t£����2�Tµa©�����©d����ßW¯3¡������
«�©�����������¦�§W¯3��¯3«¤®Ò����©W¯3©d£�����®Yµa¦�ªT��©d£�ªT�Ô®I¯3¡�����©�ÝV����£(²gÊ����±�¥��ßh¯3¡���É³��«�ªg«���¦â¨3«¤®Ò�x����©d£°���ªT��§�©�����£����
Ù���¦â¯3«¤®ÒÞ�¦â¯3©k«�©�ªj«�©d£E������¡d��©%§t�����������x®Ò�±���³² � ��������©¤®Y¯a ¥¡k�2£d¯3��ªT�±������¦�¦���§t��ªg��©�©e������©+Ê�����©d��������Öd �Ë
������£�����¸�������������©E£��±�xßW¯3¡���É³��«�ªT��«�©d£Ï��©d£����x§,���p£��±������© � ����¦â¯a���¥��©p²
Ê�«��� ¥¡ £¤���Ï°>%¤��������©�É8�Tµa© � ����ËT��¡�������Þ�����É³��© ªg��§����±��ªT��������¦����ÏÊ�����©d�����g¹�§,���x£���©d��© ����©d�Ïµ·£����
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� ®I¯a£��±�x��¯3��Ë·�������³²dÊ2¯3©�©Ï¦â¨a�����x���� �¡Ï£d¯a��Ð(!V¶ � ®Òµa¦�ªT��©d£�������¯ÖT��©E®Òµa���¼«�¦���������© ¡

Ü Û;©dµa����©¤ÜM¸�µaªT��©¤ÜMÌl©�É±��£���©�É±��¯3�����À%
N ∈ {−1, 0, 1}n×m

Ü Ð��±����µa«��� ±��©���¯3�����À%
R = (ria) ∈ � k×m

Ü Û�µg������©k�T��Ë·��µa�
c ∈ � m

Ü Û	¯3ÞW¯3É±���¥¨3�����T��Ëe��µa�
λ ∈ � k

�$#
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(RCSP ) min cTx

ë � ² � ì
�³² �³²

Nx = et − es
ë � ² � ì

Rx ≤ λ
ë � ² � ì

∑
a∈(S×S)∩A

xa ≤ |S| − 1 ∀ S ⊆ V ë � ² ¾Mì

x ∈ {0, 1}|A| ë � ² º,ì

��������§t����ªg��§��
x
¯3©p¹tÝK��¦� �¡d��¸�ÎaªT��©���� � ®I¯a£���©k��¡W¯3¦�����©1����©d£(²,Ê�����¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��© ë � ² � ì�������¦�¦���©�É±«��

����©d��© ���� �¡d���³¹,£d¯a�����±�;���� �¡����ÂªT��ªT��§t��©d��© Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��© «��9����©d��© � ®Y¯a£%�Tµa©
s
©W¯a ¥¡

t
¡W¯3©d£���¦��³¹,£(² ¡p²

ªT��©W¯3« ����© ¸�µaªT��© �T����¦â¨a�¥���*£���© Û;©dµa����©
s
«�©d£�ªT��©W¯3« ����© ¸�µaªT��© ���������� ¥¡k�j£���© Û;©dµa����©

t
²&Øh«��

¯3©d£�������©ÏÝV����£Ï���� �¡d���xªT�±������¦�¦��³¹W£d¯a����®ÒÖ��>Õ��±£���©E¯3©d£�������©EÛ;©dµa����©%£¤���	¬�©�ÉC¯3¡�¦#£����x¸�ÎaªT��©p¹W£¤���2£¤���±����©
���������� �¡d��©p¹WªT��©W¯3«E£�����¬�©�ÉC¯3¡�¦O£�����¸�ÎaªT��©E��©e����Þ����� �¡e�³¹h£¤���2£¤���±����©E�T����¦â¯a������©p²
Ê����K¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��© ë � ² ¾MìÔ¹3§t��Ëg¯3©�©k��¯3¦�����è�eµºÜbèMÝ��Ê·½¯ß¹P¯ ³�¾,µÞ¯ÞÜb³ Û;Üb³j´&µÞÝG¾b¯ ³�µß´Ô¹³ªT��Ý�¨3¡���¦�����������©p¹g£d¯a���#ËT����©d�
ªT�±�� ¥¡�¦�µg������©d��©EÛ;���������;É±«�¦â¨a�¥����ª*����©d£(²¤Ê2¯a£¤«��� �¡Ï�����V��©d��ªT�±�¥¯3�¢�x£¤���2È+��©�ªT�2£����VÉ±«�¦â¨a������ªT��©EÍOÎg��«�©�ªT��©
¯3«¤®�£¤���	��¦����*��©k�¥¯3����© � ®I¯a£��;§t�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe�³¹h£(² ¡8ËT����©EÛ;©dµa����©Eµ·£�����¸�µaªT��©ÏÝV����£8�*��¡�����¯3¦���§t�±��«d ¥¡k�³²
Ê2¯a���£���� � ®Y¯a£�¯3¦�¦���Ð��±����µa«��� ±��©e§t�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe«�©�ªT��© ����®ÒÖ�¦�¦��³¹�������¦�¦���©}¯3§d�� �¡�¦����EÖT��©d£}£¤����¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©
ë � ² � ì¼���� �¡d���³²�¬�«d��Û�µa©e�T��©k����µa©d��ªg��Ö�©d£���©Q«�©d£ «�� � ����ªg¦����� ¥¡d�j������£���©}¯3©}��ÞW¨3����������¶e����¦�¦��j£¤����Ë·«¤Ü
������������©1¬���§t��������©1�*Îaªg¦��� �¡1É±« ��¯a ¥¡d��©p¹O����©d£1£¤����Ð��±����µa«��� ±��©e§t�±£¤��©�ªg«�©�ªT��© ¡������¼¯3«d���¥ �¡�¦����EÖg¦��� �¡�¯3¦��
≤ ¸��±£¤��©�ªg«�©�ª�®Òµa���¼«�¦��������³²tÕ���ªT��©+£�����§t��Ëg¯3©�©k����©�´p�¥¯3©d��®Òµa����¯3����µa©d���*Îaªg¦��� ¥¡�ËT��������©1É±ÝV���� ¥¡d��©1á�¦����ÑÜ �¡e«�©�ªT��©�«�©d£�Ù�©�ªg¦����� ¥¡k«�©�ªT��©�¯3«d��£����ø¦���©d�³¯3����©*Ú�Þ�������������«�©�ª	������¦�¦���£¤���±��¯3§,���#ËT����©d��°���©d�¥ �¡��¥¨3©�Ë·«�©�ª
£d¯3�³²gá;�±������É±��£���� ßh¯3¦�¦I¹3£d¯a�¥�O��¯3©�£¤«��� �¡W¯3«d� � ®Y¯a£���É±«�¦â¯a������©ÝV��¦�¦I¹3£¤���&©��� ¥¡k����¦����*��©k�¥¯3������©d£(¹CÝV����£������©�¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² � £d¯3��ªT�±������¦�¦����g¹,Ëa¯3©�©%��¯3© ¯3©d���¥¯3����£����;¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©ïë � ² ¾Mì�¯3©d£�������¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©
�*µ·£���¦�¦���������©p¹k«��-£¤���x��©�¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² � £d¯3��ªT�±������¦�¦�����© � ®I¯a£·ÜMÛ;��������ÜMÍpÎg��«�©�ªT��©j£���©�©dµ· �¡8¯3§�É±«d�� ¥¡�©d���ÑÜ
£���©p²
È�¯3©�§t�³¯a ¥¡k���>Õ��±£�µe ¥¡p¹g£d¯a������©�¯3Ée*·Ëe¦����� ¥¡d��©*Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©*�������e�â¯3¦�����Ý��������VËT����©d��©��� ¥¡k�K��¦����*��©e�¥¯3����© � ®I¯�Ü
£��2�&%¤��������������©p¹���µ�£d¯a������©Ï£¤���±�����àßW¯3¦�¦p£¤���2¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©�ë � ² ¾MìK���±£¤«�©d£d¯3©k������©d£(²�Ê����2ßdµa���¢«�¦�������«�©�ª
£��±� � ��µa§�¦����*�±��¯3¦�������© Ìl©k����ªT��� � ��µaªg�¥¯3� ëÒÌ � ì¼ÝV����®Ò��ß��¥¯3ªT��©}¡���©d���� ¥¡k��¦��� �¡Q£�����Û�µa��Þ�¦��&%¤���¥¨3�*«�©d£
ÍpÎg��«�©�ªT���*Îaªg¦��� �¡�ËT�����2¯3«¤®�²dÊ����±���;Ý�����£���©E���-®Yµa¦�ªT��©d£���©%¬�§d�� �¡�©���������¡d����¯3�������������³²

s t1

2

3

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² ��¡ °���©E©��� �¡k����¦����*��©k�¥¯3�����PëÒ�³¹ �|ìMÜ � ®I¯a£(²
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s t1

2

3

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² �)¡ °���©d�	��©e�¥¯3��������� � ®I¯a£·ÜMÛ;��������ÜMÍpÎg��«�©�ªd²

¢W{£¢ �Ð¥��Ô���Y~��a�G���Ê�
Ê2¯a�¼����©¤®I¯a �¡d�8¶e¡dµa�����±��� � ¯3��¡ � ��µa§�¦���� �����¢¦â¨3©�ªT���¼��µCÝKµa¡�¦V£����¥¯3��¦�¦��������¼��©�£����¼´�¡d�±µa������«�©k��������«d �¡k�³¹¯3¦��;¯3«d �¡�Þ��¥¯3Ëe�����¥ �¡ ���*É±����©k�;����Þ�¦����*��©k���������2Ý�µa��£���©p²,Ê����¼ÝV�� �¡e����ªT������©�¬�«d���¥¯3ªT��©%£d¯3É±«���µa¦�¦���©+¡������
£���©�©dµ· �¡8°���Ý�¨3¡�©e«�©�ªPÁd©d£���©p¹¤£d¯	�������������e�â¯3¦�����Ý��������2¯3«d �¡�®×Ö���£d¯a��Ð"!V¶ � �Tµa©j¸��±£���«���«�©�ª�����©d£(²eßøÖ��
£d¯a�2Ë·Ö���É³�±������Õ���ªT� � ��µa§�¦�������©1����©d���>Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©������	Þ,µg���������T��© á2��ÝV�� �¡k����© �&%·��������������©�Þtµa¦h*·©dµ3Ü
���â¯3¦��xÈ�¯3��Ëe������«�©�ªT��Ü#§�É±Ý	²TÍO¯3§,��¦���©�ªk¯3¦�ªTµa������¡��*��©p¹¤£¤���V�Tµa�K¯3¦�¦���� ¯3«¤®p£¤���x¬���§,�����(Â Ê;º 'bÃ �Tµa©�Ê�� ÕuË¤�����¥¯
É±«���Öd �Ë·ªT��¡d��©p²
ßøÖ��V§t��¦�����§���ªT�á;��ÝV�� �¡e���2�����>Õ��±£�µe ¥¡Ï£d¯a�VËeÖ���É³�±�����;Õ���ªT� � ��µa§�¦����@��©Ï����©d����Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©%¨bÓe«����a¯3¦���©e�
É±«�� � ��µa§�¦����Ï¹¤����©d��©j¦â¨3©�ªT������©jÕ���ª¼������§,��¦�����§���ªT��©Ïá2��ÝV�� �¡k����©8��©j����©d����Ê���ªg�¥¯3Þ�¡�É±«�§,�±���������*��©p²
Íp����É±�������±� � ��µa§�¦����B�����8¯3§,��� NP ÜI�Tµa¦�¦����¥¨3©d£¤��ªd¹V£d¯1����©d�+����©¤®I¯a �¡d��´p�¥¯3©d��®Yµa����¯3����µa© ¯3«¤®¼£d¯a��°�©k��Ü�� ¥¡d����£¤«�©�ªT��Þ���µa§�¦����Ï¹�µa§ ����©�Ê���ªg�¥¯3Þ�¡}����©d��©cªT������ ¥¡k��������© �;¯3����¦���µa©d�� �¡d��©}Õ���ª���©k��¡W¨3¦��³¹��&%¤�������������³²
¶·µa�����&�����&£d¯a�&����©¤®I¯a �¡d�2¶e¡dµa�����±��� � ¯3��¡ � ��µa§�¦����)�����K§t��¦�����§���ªT��©8á;��ÝV�� �¡e����© NP ÜM�� ¥¡kÝK���³²·¬�©d£���������Ü���������2�&%¤��������������©p¹h®Y¯3¦�¦��2£����2Ê���ªg�¥¯3Þ�¡ ËT����©d��© ªT������ �¡e��������©1©d��ªk¯3�����%ªT��ÝV�� �¡k��������© Û;�������2��©k��¡W¨3¦��³¹O¯3«d ¥¡
®ÒÖ��&§,��¦�����§���ªT�2á2��ÝV�� �¡k����Þ,µa¦h*e©dµa���â¯3¦��;ÍpÎg��«�©�ªT�¥¯3¦�ªTµa������¡��*��©p²�¬�¦�¦���¡�������©��� �¡k��ªT��©W¯3«d���x¯3«d��ªT�Ô®ÒÖ�¡�������©
Û�µa��Þ�¦��&%¤���¥¨3���¥¯3«d��� ¯3ªT��©+«�©d£+¬�¦�ªTµa������¡��*��©+É±«�� ¶e¡dµa�����±��� � ¯3��¡ � ��µa§�¦����9¦â¯a������©+���� �¡%��©+£���©%Õ�����Ü
ËT��©×Â ¬�È�Ú 'g��Ã ¹�Â È 0 ¾ Ã «�©d£�Â ¶ ½g�bÃ ©W¯a �¡�¦��±����©p²
Õ ¨3¡�����©d£1¯3¦���µj®ÒÖ��	£d¯a�	¸��±���������*��©�Ë·Ö���É³�±�������	Õ���ªT����©c����©d���>Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©1�����2Þ,µg���������T��©1¸�µaªT��©¤Ü
ªT��ÝV�� �¡e����©�¦â¨3©�ªT����Þtµa¦h*·©dµa���â¯3¦��«�©d£���µa���������*É±����©e����¬�¦�ªTµa������¡��*��©��&%¤��������������©p¹tÝV����£+£d¯a� � ��µa§�¦����
�� ¥¡dµa©¼£¤«��� �¡�����©�É±«�©d��¡��*��©�����©d���øÐ��±���¥µa«��� ±��©k§,�±£¤��©�ªg«�©�ª NP �Tµa¦�¦����¥¨3©d£¤��ªd²3Ê����±�O§,��¦���ªT��©¼£¤���K¬���§,���ÑÜ����©OÂ áa� #b'Ã «�©d£IÂ �;Ø 0g½�Ã ²CÕ ¨3¡�����©d£�á2¯3���E*2«�©d£��kµa¡�©d��µa©����©d�K´p�¥¯3©d��®Yµa����¯3����µa©�£��±� � ¯3������µa© � ��µa§�¦����
É±«��àÐ(!V¶ �Ä� ��µa§�¦����ÂËTµa©d������«�����������©p¹t���¥¯3©d��®Òµa��������������©��;¯3©d£¤¦�����«�©d£+Ø,¯3©�ª�£d¯a��Û;©W¯3Þd�¥¯a ¥ËeÞ���µa§�¦����
É±«E����©d���ÂÐ"!V¶ �Ä� ��µa§�¦����Ï²tÊ���� � ����§���©d£¤«�©�ª�É±«��àÛ;©W¯3Þd�¥¯a �Ë·Þ���µa§�¦����9É±«E����¦â¨3«�������©p¹W������ ¥¡d����©k�������
£d¯3§,���t¯3�)����©�©e�Tµa¦�¦�������©p¹·£d¯;��¯3©�É±«�� ����©d��©�����©�§,�±���������±� � �������¥¨3©d£¤©�����®ÒÖ��&£d¯a� � ��µa§�¦���� ����¡W¨3¦��K«�©d£
É±«�� ¯3©d£�������©�®Y¨3¦�¦��&�±��¦����� �¡k�����³¹·£���©*§,�±������¡d��©d£���©�¯3¦�ªTµa������¡������¥ �¡d��©jÍpÎg��«�©�ªT����£��±��©�®×Ö��&£d¯a�&Ð"!V¶ � É±«
®Yµa¦�ªT��©p²kÊ2¯3¡d���K��µa¦�¦t£¤���±����´O�¥¯3©d��®Yµa����¯3����µa©�¡������K©W¨3¡d���K§,�����¥¯a �¡e������Ý�����£���©p²eÊ2¯3É±«������W£d¯a��Û;©W¯3Þd�¥¯a �ËeÜ
Þ���µa§�¦����

(KP )
ÝV���;®Yµa¦�ªg�x£��&Ád©�������� ¡

á;��ªT��§,��©%�����#����©d�	È%��©�ªT�¢�Tµa©
n
ÜM°�¦����*��©e����©p¹WÝ�µa§t����Õ��±£��±��°�¦����*��©k�;����©d��©EªT��ÝV�����¥��©EÕ�������«�©d£E����©

��Þ,��É±����¦�¦��±�*á;��ÝV�� �¡e��¡W¯3�³²#Ê2¯a�*Øh����¦K������±�³¹#����©d�j´O����¦��*��©�ªT�8£¤���±������È%��©�ªT��É±«�§t�±���������*��©p¹#£¤��������©
ªT��ªT��§,��©d�±��á;��ÝV�� ¥¡k����¦��������

λ
©��� �¡e��Ö�§t������������ªg�K«�©d£�£�������©Ïá;�±�¥¯3�¼�MÝK��������¯�%¤����¯3¦h�����³²kÊ2¯a� � ��µa§�¦����Ï¹

����©d��©�Ðx«d ¥Ë·� ¯a �Ë���µ��Tµa¦�¦�É±«+ÞW¯a ¥ËT��©p¹p£d¯a���2£d¯a�;ÕQ�� �¡e����ªT������¡���©d����©�ÞW¯a�����³¹O�� �¡d����©e�	¡������2£¤����©W¯3�*��©d��Ü
ªT��§,��©d£��;���³¯3¦�� � ��µa§�¦����*������¦�¦�«�©�ª�ªT��Ý��±����©ÏÉ±«Ï������©p²d¶·µa�����V¦â¨a�����x���� �¡8£d¯a�xÛ � ������®Yµa¦�ªT��©d£���©ÏÊ2¯3����©
£��&Ád©���������© ¡
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Ü Õ��������T��Ëe��µa�

v ∈ � n+
Ü á;��ÝV�� �¡e�����T��Ë·��µa�

w ∈ � n+
Ü á;��ÝV�� �¡e����¦��������

λ ∈ � +

(KP )
��¯�%

vTx
ë � ² � ì

wTx ≤ λ
ë � ² � ì

x ∈ {0, 1}n ë � ² � ì
°��KÝV����£8¯3¦���µ	Ö�§,����£¤����ÌM©�É±��£���©�É±�T��Ë·��µa����©E¯3¦�¦�����´O����¦��*��©�ªT��©Ï£����

n
ÜM��¦����*��©e����ªT��©%á���«�©d£¤�*��©�ªT�;µaÞ����ÑÜ

���������³²dÊ����;�Tµa�¥¯3«d��ªT�±������É±��� � µg���������·���¥¨3�x�Tµa©
v
«�©d£

w
������¦�¦��VËT����©d�¢¯3¦�¦�É±«8ªg��µg�¥���2°���©d�� ¥¡��¥¨3©�Ëe«�©�ª�£��±�

� ��µa§�¦����*�V£d¯3��������¦�¦��³²eÕ ¨3¡�����©d£�©d��ªk¯3�����*§,��ÝK�����������;°�¦����*��©e���;�����KÞ,µg���������T���@á;��ÝV�� �¡e���������e�â¯3¦�����Ý����ÑÜ
���¼©��� �¡e����©�£����2µaÞ�������¯3¦���© ´O����¦��*��©�ªT����©k��¡W¯3¦�����©�����©d£(¹WËTÎa©�©d��©�©d��ªk¯3�����EªT��ÝV�� ¥¡k��������°�¦����*��©e����£¤���
á;��ÝV�� ¥¡k�������±��������Ë·����µa©1©������T����¦�����É³��©1«�©d£ ��µa�����2§t�±£���©�ËT��©�¦�µg�	É±«��	´O����¦��*��©�ªT�*¡���©�É±«�ªT�Ô®ÒÖ�ªg�	Ý�����£���©p¹
®I¯3¦�¦��¼£¤���±���j£���© Øh����¦Ñ®×«�©�Ë·����µa©d��Ý������*����¡dÎa¡d��©p² � ��µa§�¦�����¯3������ �¡ ����©d£c©k«���°�¦����*��©e���g¹�£�������© á;��ÝV�� �¡e�
«�©d£+Õ������;©d��ªk¯3�����+����©d£(²t¬�©d£������ � ����Þ���µe ±�±�¥����©�ª�Ø�§,����¦���ªg«�©�ªT��© ËTÎa©�©k����© É±«���¸�������Þ�����¦�£d¯a��Õ���ªaÜ
¦â¯a������©8�Tµa©%°�¦����*��©k����©

i ∈ {1, 2 . . . , n} ����� ai > λ
������©p²

Ê2¯a�xÛ � ������¨bÓk«����g¯3¦���©k�xÉ±«%����©d����Ð(!V¶ � ¹WÝK��¦� �¡d�±��£d¯3É±«ÏÝV����®Yµa¦�ªg�xËTµa©d������«��������xÝV����£ ¡¶·���
D = (V,A)

����© Ê���ªg�¥¯3Þ�¡ ����������©d���
(n + 1)

ÜM��¦����*��©k����ªT��© Û;©dµa����©��*��©�ªT�
V
«�©d£ ®Òµa¦�ªT��©d£����

¸�µaªT��©��*��©�ªT� ¡
A = {(i, i + 1)(k) ����� i ∈ {1, 2 . . . , n} ⊂ V «�©d£ k ∈ {1, 2}}

Ê�����Û�µg������©
c
(k)
i,i+1

«�©d£�£�����Ð��±����µa«��� ±��©e�T����§��¥¯3«d �¡
r

(k)
i,i+1

£����K¸�ÎaªT��©
(i, i+ 1)(k) ÝV����£*©k«�©�ÝV���V®Yµa¦�ªg�®Y�±����ªT��¦���ªg� ¡

¶·���
M = max

i∈{1,2...,n}
{vi}

¹�£d¯3©�©E������É³�

r
(k)
i,i+1 =

{
wi

¹
k = 1

0
¹
k = 2

«�©d£
c
(k)
i,i+1 =

{
M − vi

¹
k = 1

M
¹
k = 2

²
Ê2¯a�Vßø��©d£���©j����©d�±�xËeÖ���É³�±������©jÕ���ªT�±��§�É±ªg¦I²

c
¹¤£����x£¤����Ð��±����µa«��� ±��©e§t�±£¤��©�ªg«�©�ª*§�É±ªg¦I²

r
«�©d£

λ
����®×Ö�¦�¦��³¹

¦����Ô®Y���������©d��´O����¦��*��©�ªT�g¹�£¤����£¤����Û;©W¯3Þd� ¯a �Ë·«�©�ªg¦����� �¡k«�©�ªc©��� �¡e��T����¦�����É±��«�©d£c��¯�%·����¯3¦�§�É±ªg¦I²
v
�����³²

Ê����±��®Ò«�©�Ëe����µa©��������xÝV���2®Òµa¦�ªg� ¡
�T�±£����

(1, n+ 1)
Ü � ®I¯a£���©e��¡W¨3¦��x��©k�lÝK�±£�����£���©j¸�µaªT��©

(i, i+ 1)(1) µ·£���� (i, i+ 1)(2) ²·ßøÖ�¡�����£���� � ®I¯a£©k«�©+Ö�§,����£���©�¸�µaªT��©
(i, i + 1)(2) ��µ�§t�±£���«������;£¤���±�³¹t£d¯a����£d¯a��°�¦����*��©e� i ©��� ¥¡k�;��©+£����;´O����¦��*��©�ªT���©k��¡W¯3¦�����© �����³¹,¯3©d£�����©¤®I¯3¦�¦��;¦�����ªg�2£�����¸�µaªT��©

(i, i + 1)(1) ¯3«¤®�£���� � ®Y¯a£+«�©d£�£¤���¢É±«�� � ®I¯a£+ËTµa�����ÔÜ
��Þ,µa©d£¤��������©d£��2´O����¦��*��©�ªT�	��©e��¡W¨3¦���£d¯a�V°�¦����*��©e�

i
²WÚ�Ó,��©e§W¯3�V�����V£¤���2��µËTµa©d������«����������2´O����¦��*��©�ªT�¢����©

Ú�Þ������¢«�� £��±��Û � ¹g£���©�©�ªk¨3§,�V�±������©d�V´O����¦��*��©�ªT�g¹k£¤���V£¤���VÛ;©W¯3Þd�¥¯a �Ë·«�©�ªg¦����� �¡e«�©�ª����®ÒÖ�¦�¦���«�©d£�����©d��©
�± �¡e�Vªg��ÎbÖT������©EØh����¦Ñ®×«�©�Ë·����µa©d��ÝK������¯3«¤®ÒÝK�������³¹¤¯3¦���£¤�����Tµa©8����©d��� ���±�¥��µa«��� ±��©k§,�±�� �¡��¥¨3©�Ë·����©8Ë·Ö���É³�±������©
� ®I¯a£¢ËTµa©d������«����������g¹�£d¯3©�©ÝVÖ���£��K£¤���±�¥�&ÝV���±£�����«�� �����ø����©d��� É±«�¦â¨a������ªT��© � ®I¯a£	ËTµa�����±��Þ,µa©d£¤��������© ë×�����



�»�½ÅM�ï�F2P8F=C?�= :�DF46?�562+�a=C2 �"!F? Æ(5a:I?°D;:�� �)�

(w ,M − v  )

(0,M) (0,M) (0,M) (0,M)(0,M)

(w ,M − v  ) (w ,M − v  ) (w    ,M − v   ) (w   ,M − v   ) nn

n−2321 n−1 n n+1

1 1 2 2 n−2 n−2 n−1 n−1

...

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² �)¡ Ð"!V¶ � ÜMÛ;©W¯3Þd�¥¯a �ËE´O�¥¯3©d��®Yµa����¯3����µa©d��©d����É±ÝK����Ë,²

£����V��§t��©j����Ý�¨3¡�©e����©E´p�¥¯3©d��®Òµa����¯3����µa©�ìÔ¹d£�����£¤���;Ð��±���¥µa«��� ±��©k§,�±£¤��©�ªg«�©�ª*����®×Ö�¦�¦���«�©d£��± �¡k�VË·Ö���É³���������
¯3¦��x£����xË·Ö���É³�±�����g¹�Ý�¯a�x£¤������Ë·�xÉ±«Ï����©d����ÕQ��£�������Þ���«d �¡Ï®×Ö�¡����³²
Ìl©d��ªT�±�¥¯3�¢�x®×Ö�¡����x£¤���±��É±«Ï£���©ÏÉ±ÝK���(®Yµa¦�ªT��©d£���©EËTµa��Þ�¦��&%¤���¥¨3������¡d�±µa���������� ¥¡d��©+°���ËT��©�©k��©���������© ¡
Øh«��>����©d��©�¦�����ªg�	Ð(!V¶ � ��© NP ¹(£d¯8£���� � ®Y¯a£��¥��¦�§d���¢¯3¦��¼Øt�������ÀÁdËg¯3�¢£¤����©k�	«�©d£1�±�2�*Îaªg¦��� �¡c�����³¹,��©Þ,µa¦h*e©dµa���â¯3¦�����Øt�����É±« ��©e���� �¡d����£���©p¹�µa§����£¤����Ð��±�¥��µa«��� ±��©k§,�±�� �¡��¥¨3©�Ë·«�©�ª ����®×Ö�¦�¦��³²ÊëÒÈ�¯3©c§,�³¯a �¡e���g¹
£d¯a���*�±������ �¡ ¡������*«��6£d¯a�*�Tµa� Ð"!V¶ � ��©d£¤«�É±���������E°�©k���� ¥¡d����£¤«�©�ªT��Þ���µa§�¦����Ï¹V£(² ¡p²�æ á���§����±�*����©d��©
Õ���ª8£����2£¤���¼Ð��±����µa«��� ±��©k§,�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe«�©�ªÏ����®ÒÖ�¦�¦��;«�©d£%©��� ¥¡k�2¦â¨3©�ªT���;�����2¯3¦��2����©E®Y�±�����±�

c # æW¡W¯3©d£���¦��|ìÔ²Ê2¯�©k«�©*§,��Ëg¯3©�©k��������¯ÖT��©�£d¯a��É±«�� Ú�Þ�������������«�©�ªT��Þ���µa§�¦���� Û � ªT��¡dÎa����©d£��x°�©k���¥ �¡d����£¤«�©�ªT��Þ���µa§�¦����
NP ÜI�Tµa¦�¦����¥¨3©d£¤��ªE�����2«�©d£1£¤���*µa§t��©�®Yµa���¢«�¦�����������´p�¥¯3©d��®Yµa����¯3����µa© Þtµa¦h*·©dµa���â¯3¦���©1£����	Û�µe£¤������«�©�ªT��Ü¦â¨3©�ªT�	£��±�xÌl©�Þ�«����V����Þ�¦����*��©e����������Ý�����£���©ÏËg¯3©�©p¹������VªT��É³����ªg�³¹W£d¯a�¥�V£d¯a��Ð(!V¶ � NP ÜM�� �¡eÝK���������³²Ê����±�(®ÒÖ�¡����OÉ±«��#É±ÝK��������©p¹3©dµe ¥¡¼���¥¨3��ËT������©¬�«d�¥�¥¯3ªT�g¹C£d¯a���#���� �¡�Õ��±£��±�#°�©k���¥ �¡d����£¤«�©�ªT��Þ���µa§�¦����

Π ∈ NPÞ,µa¦h*e©dµa���â¯3¦���© £����2Û�µ·£¤������«�©�ªT��¦â¨3©�ªT���Tµa©
Π
¯3«¤®�£d¯a�;É±«�� Ð"!V¶ � É±«�ªT��¡dÎa����ªT�*°�©k���¥ �¡d����£¤«�©�ªT��Þ���µ3Ü

§�¦����@���¥¯3©d��®Yµa������������©E¦â¨a�¥���³²

¢W{TÌ $Î�+��~>�9~ÔýWª9�u�B�(�u�(~;�&%('��Ð�u���þû üþýa¤
~�{ ��{*) +��O^3UW[zn&UdR,+����+UhJIP.-�GIUdRkmK[�o
Ù�� É±«�É³����ªT��©p¹k£d¯a������¯3©*£¤���VÍ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª	£��±��Ð(!V¶ � �� �¡�©d��¦�¦�«�©d£����*É±����©e�&¦�Îg����©�Ëg¯3©�©p¹g�� �¡d����©e�
®Yµa¦�ªT��©d£���¯3¦�������©W¯3�����T��È+µe£���¦�¦�������«�©�ª2£��±��Ð(!V¶ � ¨3«»ÖT�������ø¡���¦Ñ®×������ ¥¡p²k¶·���k®ÒÖ���Õ��±£���©�ëÒ��¦����*��©k�¥¯3����©�ì � ®I¯a£
p ∈ P (x)p

����©d� ½0/�� Ü � ¯3���â¯3§�¦��g²tÈ+¯3©%§t�³¯a ¥¡k���g¹,£d¯a���x��©+£�����Ð���ªT��¦p��©%����©d���Â§t��¦�����§���ªT��©+Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©
�&%¤Þtµa©d��©e������¦�¦#�·����¦���ëÒ��¦����*��©k�¥¯3���$ì � ®I¯a£��	�&%¤��������������©p²WÊ;�±��Õ�������������©Eªg��¦��x®ÒÖ���£¤���¼Û�µg������©

cp
«�©d£Ï£���©

Ð��±�¥��µa«��� ±��©k�T����§��¥¯3«d ¥¡
ri,p
����©d�±� � ®Y¯a£��±� ¡

cp =
∑

e∈p
ce ∀p ∈ P

ri,p =
∑

e∈p
rie ∀p ∈ P,∀i = 1, 2, . . . k

Ê����±�8�����8ËT����©d��Ê;�&Ád©�������µa©ë��� ����ªT��©k��¦��� ¥¡d��© ¶e��©�©d�g¹V�·����¦��*��¡��E£¤��� ��©e��«��������T�1´O�¥¯3©d��®Òµa����¯3����µa© £����
¸�µaªT��©�ÞW¯3�¥¯3�*�������&¯3«¤® � ®I¯a£¤ÞW¯3�¥¯3�*�������³¹g��µ�£d¯a�¥�ø£¤���KÉ±«�¦â¨a������ªT��©�ÍpÎg��«�©�ªT��©���©�¯3¦�¦e��¡�����©�°���ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò����©



�g� �a56�@1E8F=C7��»��Æ�5W:I?+= :�����?°DF=ÐD�� 2W:�8F?+5+132+=CÆÇ:�4�� ?(8F= :�8ï�B5�8F4Ð�@?�� ÉÊ7�=
	
«�©k�T���¥¨3©d£�������§�¦�����§t��©p²W¶·µ¦â¨a���������� ¥¡Ï£d¯a��Ð(!V¶ � æ¤��© � ®I¯a£¤�g¯3���â¯3§�¦���©

x ∈ {0, 1}|P | �����xÛ�µg������©k�T��Ë·��µa�
c ∈ � |P | «�©d£ÏÐ��±����µa«��� ±��©k�T����§��¥¯3«d ¥¡d����¯3�����À% R ∈ � k×|P | ÝV���;®Yµa¦�ªg�V®Òµa���¼«�¦���������© ¡

ëÒÐ(!V¶ � æ ì
min cTx

ë � ² � ¯,ì
�³² �³² 1 Tx = 1

ë � ² � ¯,ì

Rx ≤ λ ë � ² � ¯,ì

x ∈ {0, 1}|P| ë � ² ¾k¯,ì

Ð���¦â¯�%¤����������¯3©�©k«�©�£¤���;á2¯3©�É±ÉC¯3¡�¦���ªgËT��������§,�±£¤��©�ªg«�©�ª ë � ² ¾k¯,ì�«�©d£*£¤«W¯3¦�������������£d¯a�&�¥µ2��©k�����¥¯3©d£���©d��Í � ¹
��µ�����¡W¨3¦��x��¯3©E�����

u ∈ ��«�©d£ π ∈ � k £d¯a�V®Yµa¦�ªT��©d£��2¦���©d�³¯3��� � ��µaªg�¥¯3��� DPRCSP ′
¡

(
Ê ��24345�687

) max u+ λTπ
ë � ² � §�ì

�C² �³²
u
1

+RTπ ≤ c ë � ² � §�ì

π ≤ 0
ë � ² � §�ì

¶·µa������¡W¯3§t��©�ÝV���K£¤����Í � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª£��±�KÐ(!V¶ � ��©�����©�¦���©d�³¯3���±� � ��µaªg�¥¯3��� �����
k+ 1

� ¯3���â¯3§�¦���©p¹
¯3§,���¼�&%¤Þtµa©d��©e������¦�¦&�·����¦���©Äë ®ÒÖ��(Õ��±£���© � ®I¯a£

p ∈ P ����©d�$ì2Ù�©�ªg¦����� �¡k«�©�ªT��©�Ö�§,����®×Ö�¡����³²#°��2®Yµa¦�ªg�¯3«d�£���©E°���ËT��©�©e��©���������©+Ö�§t����£¤���¼Øh«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT�¼�Tµa©�Ú�Þ���������������©E«�©d£�¶·��ÞW¯3����������©p¹W£¤���¯3«d��®×Ö�¡���¦��� ¥¡
��©pÂ á;Í#¶ 0�0Ã ©W¯a �¡�É±«�¦��±����©�����©d£(¹h£d¯a���;�±�;¯3«d�������� �¡e�³¹(£d¯a�	¶·��ÞW¯3��������«�©�ªT��Þ���µa§�¦���� ®ÒÖ���£d¯a�;Ê � 24345�687 ��©
Þ,µa¦h*e©dµa���â¯3¦����¼Øt�����2É±« ¦�Îg����©p¹(£(² ¡p²t®Yµa¦�ªT��©d£���ß��¥¯3ªT�±������¦�¦�«�©�ªÏ®×Ö��2����© ªT��ªT��§,��©d�±�

u
«�©d£

π
É±« §t�³¯3©e��Ü

ÝKµa������© ¡

∃ q ∈ P : u+RTq π > cq

⇔
∃ q ∈ P : cq −RTq π < u

⇔

∃ q ∈ P : cq −
k∑

i=1

ri,qπi < u

⇔
∃ q ∈ P :

∑

e∈q
ce < u

Ê����¼°;%·��������©�É�����©d�±����µa¦� �¡d��© � ®I¯a£��±��¦â¨a���������� �¡ ¯3¦���µ�¦����� ¥¡k�;Ö�§,����Þ���Ö¤®Ò��©p¹t£���©�©+£¤���±�¥�±� � ��µa§�¦����9��©e��Ü
��Þ����� ¥¡k�E£����Ïß��¥¯3ªT�g¹Vµa§í����© � ®Y¯a£

q
��� Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©

D
�&%¤�������������³¹�£����8§�É±ªg¦I²V£����8���¥¯3©d��®Òµa��������������©



�»�½ÅM�ï�F2P8F=C?�= :�DF46?�562+�a=C2 �"!F? Æ(5a:I?°D;:�� �g�
¸�µaªT��©�ªT��ÝV�� �¡e���

ce = ce −RTe π
©��� �¡e��¦â¨3©�ªT����¯3¦��

u
�����³²

Ù�©k�����;£�����¬�©�©W¯3¡��*�g¹h£d¯a����£¤���¢Û�µg������©+«�©d£%£¤���¼Ð��±����µa«��� ±��©e�T����§��¥¯3«d �¡d��Ý���������©��� �¡e�;©d��ªk¯3�����E����©d£(¹
����©d£�¯3«d ¥¡c£¤�������¥¯3©d��®Yµa��������������©c¸�µaªT��©�ªT��ÝV�� ¥¡k����©��� �¡k�¼©d��ªk¯3�����t²OÊ;¯a£¤«��� ¥¡1¦â¨a�����	���� �¡1£¤���±�¢��© Þtµa¦h*eÜ
©dµa���â¯3¦�����Øt�����V���*É±����©k�������x����©d���@Ê�� Õ�Ë¤�����¥¯�ÜM¬�¦�ªTµa������¡��¼«d�V���±������©p¹¤Ý�µa������¯3«¤®#��¡d�±µa���������� ¥¡d����°�§,��©d�
ªT��É³����ªg�xÝV«���£��g¹d£d¯a�¥�x£¤���2Í � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª*£��±��Ð"!V¶ � ��©8Þtµa¦h*·©dµa���â¯3¦�����Øt�����xÉ±«8¦�Îg�¥��©8�����³²�È+¯3©8§,�ÔÜ¯a �¡e���g¹g£d¯a���ø£¤���±���±�#Ð��±��«�¦��¥¯3��¯3«d �¡®×Ö��#Ée*eËT��¦Ñ®Ò�������xá��¥¯3Þ�¡d��©�����#©d��ªk¯3�����T��©�¸�µaªT��©�ªT��ÝV�� �¡e����©�¸��±���¥¯3©d£
¡W¯3�³²

~�{ ��{ ~ +��O^3UW[zn&UdR,+�P,opRTP([�opU}��UWJMP.-�GMUdRkmK[�o
°���©d������©d£��±������©d�¢ªT��©W¯3«d�¥µ8ªg«����*«�©e��������¶· �¡��¥¯3©�ËT��ÝV���*£¤����£����¢Í � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªÏ¦â¨a�����¢���� �¡c£¤«��� ¥¡
£d¯a�xÍpÎg�¥��©E£�����ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT�¼Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª*ªT��ÝV��©�©d��©p¹d£(² ¡p²�ªT��©W¯3«d����£¤«��� �¡E£d¯a��ß#��©d£���©%£����xµaÞ�������¯3¦���©
ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT�%ÈE«�¦�����Þ�¦���Ëg¯3��µa����©p²&Ê����±����© ¯3¦�¦�ªT���*����© ªgÖ�¦�����ªT��© Øh«d�¥¯3���*��©�¡W¯3©�ªcÉ±ÝV���� �¡d��©QÍ � «�©d£ ÍO¯�Ü
ªg�¥¯3©�ªT�ÏÐ���¦â¯�%·������«�©�ª Ëg¯3©�© ��¯3©}��©�Â »�Õ 0�0�Ã ©W¯a ¥¡�¦��±����©p²&Ê����±�����*¬�©d�¥¯3��É8�������Tµa��¯3¦�¦���� £¤«��� ¥¡ £¤���
ªT�±����ªg©d������¶e����«�Ë·��«��;£��±�;Ð(!V¶ � ����©�©e�Tµa¦�¦I²tÊ�����Ð��±�¥µa«��� ±�P!�µa©d�����¥¯3��©e���³¹(£¤���£d¯a� � ��µa§�¦���� ����ªT��©k��¦��� �¡
������� NP ÜM�� �¡eÝK���Oæ Ý�����£���©�¦â¯a������©�æ�¹,Ý�����£���©������	ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT�*È%«�¦�����Þ�¦���Ëg¯3��µa����© α ��©�£¤����Øh����¦Ñ®Ò«�©�Ëe����µa©¯3¦��°æ ¶e���¥¯�®Y��©�æd����©�ªT��§W¯3«��³²
Ê2¯a�&��µ¢��©k��������¡d��©d£���Ë·Ö���É³�±�����VÕ���ªT� � ��µa§�¦���� �����&���¥¯3©d��®Òµa��������������©jÛ�µg������©p¹e£¤��������©OØ�§t������ ¥¡�����������©
£�����Ð��±����µa«��� ±��©�§t�±�����¥¯�®Ò��©p¹kËa¯3©�©�ÝV���±£�����«��Ï¹·ÝV����§,�����������&�*��¡���®I¯a �¡8����Ý�¨3¡�©k�³¹·«�©k�����V��Þ,��É±����¦�¦���©�¬�©¤Ü
©W¯3¡��*��©������K����©d��� Ê�� Õ�Ë·�����¥¯�ÜM¬�¦�ªTµa������¡��¼«d�K��©�Þtµa¦h*·©dµa���â¯3¦�����Øt�����KªT��¦�Îg���&Ý�����£���©p²eÌl©d��ªT�±�¥¯3�¼�&¦����Ô®Y�����
£�����Ú�Þ�������¯3¦�Ý������

zLR(α)
�����

α ≥ 0
«�©e�������¶· �¡��¥¯3©�ËT��©E®×Ö��x£d¯a�x§t�����¥¯a ¥¡k�������Ð"!V¶ � ²

(
ÍpÐ 24345�6

) min cTx+ αT (Rx− λ)

�³² �³²
Nx = et − es

x ∈ {0, 1}|A|

Ê����x§,�±�����x«�©e�������	¶· �¡��¥¯3©�ËT�g¹¤£¤���xÝV������µ	ªT��ÝV��©�©d��©jËTÎa©�©d��©�«�©d£�®Yµa���¥¯3©j¯3¦��VÚ�Þ������¢«���£����KÍ#¯3ªg�¥¯3©�ªT�
Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª*§,��É³���� �¡�©d��©%ÝKµa¦�¦���©p¹d�����x��µa�����

z = max
α≥0

zLR(α).

Ê����±���±� � ��µa§�¦�����¦â¨a�����x���� ¥¡Ï�����x����¦Ñ®Y�;�Tµa©+¶e«�§�ªg�¥¯a£¤����©e����©k�T����®I¯3¡�����© ¯3¦�¦�ªT���*����©%¦�Îg����©p²�¬�©d�¥¨3��É³�g¹�£¤���
£¤���	��Þ,��É±����¦�¦��¢¶e����«�Ë·��«���£��±��Ð(!V¶ � ¯3«d��©k«���É³��©p¹dÝ�����£���©E����©W¨a ¥¡d������©%¬�§d�� �¡�©�����������¦â¨3«��������³²
Ê;�±��Õ�������������©��¥���#�����

dij
£����¢Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����	£��±�;ÍpÐ 24345�6 �����°â�«d��¦�¦��

i
«�©d£�¶·��©�ËT�

j
§,��É³���� �¡�©d���³²

Ê2¯3©�© ®Yµa¦�ªg�8��© ¯3Ée*eË·¦����� �¡d��©ïá��¥¯3Þ�¡d��©p¹�£d¯a���
dij
ªg¦����� �¡ £����ÏÍO¨3©�ªT�1����©d�±�ÏËeÖ���É³�±������© Õ���ªT�±�8�����

Û�µg������©k�T��Ë·��µa�
(c + αR)

¯3§�É±Ö�ªg¦��� �¡�£�����Û�µa©d���¥¯3©k��� −αTλ �����³²dÊ2¯a£¤«��� ¥¡%Ëg¯3©�©Ï��¯3©E����� UB 9 ∈ �Û;©dµa����©
k ∈ V ¯3«d�x£�����Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©%��¦�������©���������©,:a¹¤®ÒÖ��x£¤���;ªg��¦�� ¡

dik + dkj − αTλ > UB

;=<�>@?BADCDADEGF*HJIKAMLNHJEGAMOP?BADEQADEGIJA�?BAMRSEGAD?KEGT�A
U�?BAMOPA�VWFXHYO*Z[IK\]A�^KAM_�`ba�VKcedfXg�ESAM_=AD_ih8U[OPT[ADHJAMIjEG_kLbESIml >�aon�p�qr^KU[\YsKt�ADI(LPEGAMO=L�sJIJ^vuNE�O*^"ZwRSRGT[ADt�ADEGI"CDsKtxc4OPAMyKOPU(FDAD_=_=EGIKTvT[ADIWsKLPCMLzd
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¢W{*{ |Ð���(¥"�9�£���P������ª9��~~}^¨(�������(���(���8�"����~
~�{��&{*) F���[&P(NQGl^a` ] U ��RkLpopRTP(N N GIUdRkmK[�o
Ê;���&��� ¦�����É±����©�¬�§d�� �¡�©������KªT��É³����ªg���;Øh«d� ¯3���*��©�¡W¯3©�ªÉ±«�� Û � ¦����Ô®Ò������¯3«d �¡j�� �¡dµa©�����©d��©��*Îaªg¦��� ¥¡d��©
ÍpÎg��«�©�ªT� ¯3©d�¥¯3��Éj®×Ö���£d¯a�*Ð(!V¶ � ²�Ê����E¶e�¥¯3©d£d¯3��£¤���± �¡�©���ËT��© É±«�� ÍOÎg����© £��±��Û � ����©d£}¯3«¤®�£����*Ìu£��±�
£�����£)*·©W¯3������ ¥¡d��© � ��µaªg�¥¯3����������«�©�ª�§W¯a����������©d£���¶eËa¯3¦�������«�©�ªT��Ü«�©d£ Ðx«�©d£¤«�©�ªT�¥¯3¦�ªTµa������¡��*��©Q§�É±Ý	²
¬�Þ�Þ���µe%¤����¯3����µa©d���� �¡d����¯3�¥¯¤²
Ê���������������© ¬���§,��������©�¡�������É±«�����©d£�Â � ãgã�Ã �Tµa©k�kµaË·�� ¥¡1«�©d£ Â Í #aãÃ �Tµa© ÍO¯±ÝV¦����³¹ø£¤�������� �¡ Õ��±£�µ· �¡ ¯3«¤®
£���© ßW¯3¦�¦x����©d����Ð��±����µa«��� ±��§,�±�� �¡��¥¨3©�ËT��©p²�´O��µa��É³£���� ��µa¦�¦���© ¯3©}£¤���±������¶e����¦�¦��E£¤���±���j¬���§,��������©}«�©d£
����© �Tµa¦�¦�Þ,µa¦h*e©dµa���â¯3¦��±��¬�Þ�Þ���µ	%·����¯3����µa©d�¥�� �¡d����¯ �Tµa©Q��¯a������©Ëë 'g� ì��Tµa��ªT�±������¦�¦���Ý�����£���©p²�Ê����±����µa¦�¦
£d¯3��¦���ªT��©p¹�£d¯a��������©¤®Y¯a ¥¡d�8Þd����«d£�µ3ÜIÞ,µa¦h*e©dµa���â¯3¦��%ÍpÎg��«�©�ªk¯3©d�¥¨3��É³�Ï®×Ö���£���© °���©¤ÜMÐ��±����µa«��� ±��©¤ÜMßW¯3¦�¦�£��±�
Ð(!V¶ � �&%¤��������������© «�©d£ £¤���±���������8Ðx«�©d£¤«�©�ªT��Ü*«�©d£í¶eËg¯3¦�������«�©�ªT�����± �¡�©���ËT��©ëÉ±«���Üb·ß·@¼)Ü�·��b³�Üb¹P¯²¾b·¸±&³� ¼�¼�Ý£ÜY�b¯ ¹�¾�µÞ¯²Üb³»´eé��)±&¹�¾�µº¾���ëÒß � ¬;¶»ìK®ÒÖ�¡�����©p²
��þkôp÷�
�õ ü �tó óOò»�b���9�hô(õ	�b��� f�f�� ÷#ó�� J ò,L�ý×þ�
��  )f��
Ê����	ªg��«�©d£¤¦���ªT��©d£���Ìu£��±�¢£�����§t����£���©+¬���§,��������©%�Tµa©U�TµaË¤�� �¡+«�©d£EÍO¯³ÝV¦����;§t����«�¡e�;¯3«¤®&����©d����ªgÖ�¦�����ªT��©
Ð���Ë·«�������µa©d��ªg¦����� ¥¡k«�©�ªd²aÊ2¯3É±«�¥���e£d¯a��Ð(!V¶ � �����

k = 1
��µCÝV���K�¥µ³ÝKµa¡�¦¤Þ,µg���������2ªk¯3©�É±ÉC¯3¡�¦���ªT��©�Ð��±���¥µa«���Ü

 ±��©k�T����§��¥¯3«d ¥¡p¹W¯3¦���¯3«d �¡jÞtµg����������ªk¯3©�É±ÉC¯3¡�¦���ªT��©ÏÛ�µg������©jªT��ªT��§,��©p²eÊ2¯3©�©j�����t����© � ®I¯a£��Tµa�-Û;©dµa����©
iÉ±«�� Û;©dµa����©

j
����©

r
Ü � ®Y¯a£(¹�ÝK��©�©*£¤���±������¡dÎ· �¡d������©d�

r
°���©�¡d��������©�£�����Ð��±����µa«��� ±���T����§��¥¯3«d ¥¡k�³²eá;����¨Ö

£¤���±�����	Ê;�&Ád©�������µa©������	����©d��µaÞ�������¯3¦���ÍpÎg��«�©�ªÏ£��±�	Ð(!V¶ � ����© §�É±ªg¦I²(£����	Û�µg������©�����©�����¯3¦����
λ
Ü � ®I¯a£

�Tµa�9Û;©dµa����©
1
É±«��ÂÛ;©dµa����©

n
²t¶·������©+ÝK����������¡���©������

cj(r)
£¤���¢Û�µg������© ����©d�±��Ë·Ö���É³�±������©

r
Ü � ®Y¯a£��±�

�Tµa©
1
É±«

j
§t��É³���� ¥¡�©d���³¹W£d¯3©�©ÏËg¯3©�©8��¯3©8®Yµa¦�ªT��©d£��2ªgÖ�¦�����ªT�	Ð���Ëe«�������µa©d��ªg¦����� �¡k«�©�ª�®Yµa���¢«�¦���������©p²

cj(r) = min{cj(r − 1), min
(i,j)∈E,rij≤r

{ci(r − rij) + cij}}

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² ¾ ¡ Ð���Ë·«�������µa©d��ªg¦����� ¥¡k«�©�ª��Tµa© �TµaË·�¥ �¡Ï«�©d£ÏÍ#¯±ÝV¦����³²

¶· �¡d����©e§W¯3�;������£d¯a�2Ú�Þ������¢«��9£��±��Ð(!V¶ � £¤«��� �¡�£���©ÏÕ������
cn(λ)

ªT��ªT��§,��©p¹dÝ���¦� �¡d���;����������¦���µa§���ªT���
á�¦����� ¥¡k«�©�ªÏ����Ë·«��������E§,�����± �¡�©d���2Ý�����£���© Ëa¯3©�©p²(Ê2¯3É±« �����

c1(r) = 0
®ÒÖ��

0 ≤ r ≤ λ
¹tÝ�¯a�	¯3«¤®Òªg��«�©d£

£�����Þtµg���������T��© ¸�µaªT��©�ËTµg������©}Þ�¦â¯3«d����§t��¦������³²�¬�©d£������������������*������É±����¯3©
cj(0) = ∞ ®ÒÖ��£¤���8Û;©dµa����©

j = 2, . . . , n
«�©d£Ï����¡W¨3¦�����µa����������©d�;ÝKµa¡�¦�£��&Ád©����������g¹t§,�����± �¡d��©e§W¯3���¼Ð���Ëe«�������µa©Ï£��±��Ð"!V¶ � ²

Ê�����®Yµa����¯3¦��*Ìl£��±��£d¯3¡���©e�����¼�����³¹,¡d���¥¯3«d��É±«)Ád©d£���©p¹OÝV���*ÝK�����	��¯3©������¼����©d���>«��>����©d�*°���©�¡d�����	¡dÎ3Ü
¡d�������9Ð��±����µa«��� ±��©e�T����§��¥¯3«d �¡�ËTµa���¼��§�É±Ý	²tÝV���¢��¯3©%Ë·Ö���É³�±�����

l
Ü � ®I¯a£��¼�����

l ≤ r − 1
É±«�¦â¨a�¥����ª�É±«

Ë·Ö���É³�±������©
r
Ü � ®I¯a£���©1�T����¦â¨3©�ªT����©�Ëg¯3©�©p²�¶·µa�����Ëa¯3©�©c��¯3©

cn(λ)
��©
O(|E|λ)

§t�����± ¥¡�©d��©p²øÊ����±�¼�����
É±«�����©d£��±������©d�;Þd����«d£�µaÞ,µa¦h*·©dµa���â¯3¦ø��©�£����2Û�µ·£¤������«�©�ªT��¦â¨3©�ªT��£��±��ÌM©�Þ�«����³¹hÝKµa�¥¯3«d�2£¤������Ë·��®Òµa¦�ªg�³¹t£d¯Ö
£d¯a�xÐ(!V¶ � �¥ �¡kÝ�¯a �¡ NP ÜI�Tµa¦�¦����¥¨3©d£¤��ª������³²¬�©W¯3¦�µaª É±«�� Û � Ëg¯3©�©}��¯3©}�����*����¦Ñ®Y���Tµa©Q¶eËa¯3¦�������«�©�ªT��Ü	«�©d£ Ðx«�©d£¤«�©�ªT�����± ¥¡�©���ËT��© £¤���±���8Ìu£��±��©
�T����ÝK��©d£���©p¹e«��)É±«�����©d���)�Tµa¦�¦dÞ,µa¦h*e©dµa���â¯3¦���©�¬�Þ�Þ���µ	%·����¯3����µa©d�¥�� �¡d����¯¼É±«*ªT��¦â¯3©�ªT��©p²·ÌM©�£����&¬���§,�����
Â � 'g��Ã ÝV«���£��	£¤���±�x£¤����Ë·«����������x«�©d£8«���ªT�±�¥����É±�³²
�D�4EGIJA�T[ADI�ZwsJA�g�AM�JIJE�LPEGU�Ij^KEGAD_=AMOi��RSZ[_=_=A��]U[I"�iyKyKOPUz�YEGt�ZwLPEGU�IK_PZ[RGT�UwOPEGLPHKt�ADIj?BAX��I�^YAML�_=EGF*H"EGt��iIJHJZ[IKTKd
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  � g �pl��hó¢¡8ò�õ³õ ü ó£� /��o�
Ê2¯a�¼®Òµa¦�ªT��©d£��8¬�Þ�Þ���µe%¤����¯3����µa©d���� ¥¡d����¯��Tµa©}��¯a������© ������É±����§,��©¤®Y¯3¦�¦����Tµa�¥¯3«d�C¹ø£d¯a�¥��±������ ¥¡}��µ³Ý�µa¡�¦
§,���h£���� � ����§��¥¯3«d �¡Ï¯3¦��V¯3«d �¡�§t���t£���©�Û�µg������©�£�����¸�ÎaªT��©�«�� Þ,µg���������T�xªk¯3©�É±ÉC¯3¡�¦���ªT�;Õ���������¡W¯3©d£���¦��
«�©d£Ï£d¯a����£����VªT��ªT��§t��©d�¼Ê���ªg�¥¯3Þ�¡+¯3Ée*eË·¦����� �¡E�����³²�Ê2¯3©�©Ï§t��©e«���É±������®Yµa¦�ªT��©d£��	����Ë·«��������T�2Ìl£��±� ¡
¶·���

gj(c)
£����2Ð��±����µa«��� ±��©k�T����§��¥¯3«d ¥¡c����©d�±�;ËTµg������©�����©�����¯3¦���©

(1, j)
Ü � ®I¯a£��±�³¹O£��±���¥��©�Û�µg������© ¡dÎ· �¡¤Ü

������©d�
c
§,�����¥¯3ªT��©p²dßøÖ��x£¤���±����©ÏÕ������xªg��¦��x®Òµa¦�ªT��©d£��	Ð���Ëe«�������µa©d��®Òµa���*��¦ ¡

gj(c) = min{gj(c− 1), min
(i,j)∈E,cij≤c

{gi(c− cij) + rij}}

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² º ¡ Ð���Ë·«�������µa©d��ªg¦����� �¡e«�©�ª��Tµa©Ï�;¯a������©p²

¶e�¥¯3�������x��¯3©Ï©e«�©Ï�����
g1(c) = 0

®ÒÖ��
c = 0, 1 . . . OPT

«�©d£
gj(c) =∞ ®ÒÖ�� j = 2, 3 . . . , n

¹���µ�¦â¨a�����
���� ¥¡ £d¯a��Ú�Þ������¢«�� Ö�§,���*µa§���ªT�ÏÐ���Ëe«�������µa©d��ªg¦����� �¡k«�©�ªc§t�����± ¥¡�©d��©p²KØhÝ�¯3��������£�����Õ�������®×Ö��

OPT©��� �¡e��§,��Ëa¯3©�©e�³¹W¯3§,�����±�Vªg��¦��x���� ¥¡d����¦��� �¡
OPT = min{c ∈ � | gn(c) ≤ λ} ²4¤»�«�©�ÝV����£

gj(c)
É±«d�������&®ÒÖ��

c = 1
«�©d£

j = 2, . . . , n
§t�����± ¥¡�©d���³¹e£d¯3©W¯a ¥¡�®ÒÖ��

c = 2
«�©d£�£¤���±����µa¦â¯3©�ªT�

§�����£�������������� � ®I¯a£¼ªT�Ô®Ò«�©d£���©�ÝV«���£��g¹a£�����£���©*Û;©dµa����©�©���������� ¥¡k��«�©d£®ÒÖ��ø£���©
gn(c) ≤ λ ªg��¦��³²T¶·µa�����Ëg¯3©�©

OPT = c
ªT�±������É±�VÝK����£���©p¹W£���©�©E£d¯3�����V¡W¯3�V��¯3©E£���©8É±«�¦â¨a������ªT��©

(1, n)
Ü � ®I¯a£ÏªT�Ô®Ò«�©d£���©p¹�£����

gn(c)
Ð��±����µa«��� ±��©d����©�¡d��������©*�T����§��¥¯3«d ¥¡k�K«�©d£

c
°���©�¡d��������©*ËTµg�������³²3Ê2¯2¯3¦�¦���©��� �¡e��§,�����¥¯a �¡k��������© � ®Y¯a£��

����©d£��±������©d��ªT��©W¯3«d��µ�����«d��������©d£(¹d¡W¯3�V��¯3©E£d¯a��Ú�Þ������¢«��ÂªT��©d�����������³²
¬�¦�ªTµa������¡������� �¡ �¼«d������¯3©+���� ¥¡�©k«���®×Ö�� Õ��±£���©+Û;©dµa����©����9Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©��*����ËT��©p¹,Ý���¦� �¡d���	Û;©dµa����©

i§,���t£����VÈ%��©����¢«��*��§���¦�£¤«�©�ª�£����VÐ���Ëe«�������µa©jÉ±«8����©d���V¬�Ë·��«W¯3¦�����������«�©�ª�ªT�Ô®ÒÖ�¡����V¡W¯3�³²�¶·µa������¦â¨a���������� ¥¡
£���� � ®I¯a£8£d¯3©�©E����©d£���«�����ª�����ËTµa©d������«���������©p²
È�¯3©1Ëg¯3©�© ���� ¥¡ £���©�¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�*¯3¦��´#¯3§,��¦�¦���������£���� ��©e����Þ����± �¡d��©d£���©}Õ������

gj(c)
�Tµa��������¦�¦���©p¹

ÝKµa§,����£¤���Øt����¦���©�£¤���¼Û;©dµa����©+«�©d£%£¤����¶eÞW¯3¦�����©+£¤���¼��©�Ë·�����*��©k������������©�Û�µg������©+����©d£(²,¶·µ*������©k«��;£����
°���©e���¥¯3ª

gn(OPT )
�Tµa© Ìl©k�������±�¥���g¹�£����WÕ��±£�µe ¥¡ ÝV���±£����*����Ë·«�������� £¤«��� ¥¡ £¤���8����������©

OPT
Üu¶eÞW¯3¦�����©

��������������¦��jÝK����£���© Ëg¯3©�©p²KÙ��B£¤���EÕ��������OÕ��±£����8¶eÞW¯3¦����+ËTµa������Ë·��É±« ��������������¦�©p¹�§��¥¯3«d �¡e�8��¯3© ®ÒÖ��
£¤���2È%��©����¢«��*��§���¦�£¤«�©�ª�ËTµa©d���¥¯3©k���e����¦#Øt�����³¹Õ��±£�µ· �¡Ï�¼«d���V��¯3©Ï¡�������®ÒÖ��;Õ��±£���©Ï¸�µaªT��©EªT��©W¯3«E����©���¯3¦
§,�����¥¯a �¡k����©p²tÊ����±��®ÒÖ�¡�����¯3¦���µ�É±«Ï����©d����ÍO¯3«¤®ÒÉ³�����x�Tµa©

O(OPT |E|) ²Ìl� � ����©�É±��Þ+�T����®Òµa¦�ªg�;�;¯a������©%£¤���±�¥��¦�§t�¼Ìl£��±�¼ÝV�����TµaË¤�� ¥¡%«�©d£+ÍO¯±ÝV¦����³²,°����T�����¥¯3«d�� ¥¡k�2£d¯3§t���#©k«��;£¤���
Ð�µa¦�¦��;�Tµa©%Ð��±����µa«��� ±��©e�T����§��¥¯3«d �¡+«�©d£ÏÛ�µg������©p²
°��¢§�¦�����§��¼©dµ· �¡cÉ±«1����¦â¨3«�������©p¹OÝV����£d¯3�¥¯3«d�¼����© ß � ¬2¶�ËTµa©d������«��������ÝK����£���© Ëg¯3©�©p²pÊ2¯3É±«c�����

T
����©

´O�±���MÝK�����¢«�©d£
0 < ε < 1

£¤���Û�µa©d���¥¯3©k����®×Ö��;£d¯a���Tµa¦�¦øÞ,µa¦h*·©dµa���â¯3¦��
ε − ¬�Þ�Þ���µe%¤����¯3����µa©d���� ¥¡d����¯¤²È%���x£¤���±����© � ¯3�¥¯3�*��������©%Ý�����£���©%£¤���2Û�µg������©

cij
ÝV����®Yµa¦�ªg�xªT����«�©d£���� ¡

cij = bcij(n− 1)

Tε
c · Tε

n− 1

°��Vªg��¦���µ3Ó,��©e§W¯3� ¡

cij −
Tε

n− 1
< cij ≤ cij¥ �bI�^YAMOPIK¦§Z[RGRG_NuN¨YO*^KA�\]AMESIjc4¦§Z�^jEGtxg�EGTwO*Z[yJHKADI©^YESA�`iAD_=_=U[sKOPFDAMIY?BAD^KEGIJT[sJIJT�AMO=¦§¨KRSRGADIQd



�gã �a56�@1E8F=C7��»��Æ�5W:I?+= :�����?°DF=ÐD�� 2W:�8F?+5+132+=CÆÇ:�4�� ?(8F= :�8ï�B5�8F4Ð�@?�� ÉÊ7�=
	
Ê2¯3�¥¯3«d��®Òµa¦�ªg�³¹,£d¯a���;���� ¥¡ £¤���Û�µg������©IÕ��±£��±� � ®I¯a£��±�;¡dÎ· �¡d������©d�;«��

Tε
�T��������©�ªT����©p²(»�«�©+Ëg¯3©�©+��¯3©

£¤���±���	Ð(!V¶ � ÜMÌl©d���¥¯3©�É��������Ëg¯3¦�����������©%Û�µg������© b cij
(Tε/(n−1)) c

£¤«��� �¡+£���©E§,�±�� �¡�������§,��©d��©%¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�
¦�Îg����©%«�©d£%����¡W¨3¦�������©

c
�����

gn(c) ≤ λ
²hß#Ö���£���©�Ú�Þ�������¯3¦�Ý������

OPT
£�����«�����Þ���Ö�©�ªg¦��� �¡d��©�Ìl©d���¥¯3©�É

¦â¯a������©Ï���� �¡E��µa�����x®Òµa¦�ªT��©d£��	¬�«d���¥¯3ªT��©8�����ÔÓ(��© ¡

• � ² ßW¯3¦�¦
c <

n− 1

εÊ2¯3©�©Ïªg��¦���©W¯a �¡%£�����ÐxÖd �Ë·���¥¯3©d��®Yµa����¯3����µa©%£����2¶eËa¯3¦�������«�©�ª*«�©d£EÐx«�©d£¤«�©�ª*®ÒÖ��x£¤���±����©
λ
Ü � ®I¯a£

®Yµa¦�ªT��©d£��	¬�«d���¥¯3ªT� ¡

Tε

n− 1
c+ Tε < T (1 + ε)⇒ OPT < T (1 + ε)

• � ² ßW¯3¦�¦
c ≥ n− 1

εÕ���©�©8¯3¦���µ(Õ��±£����
λ
Ü � ®I¯a£�����©d£��±������©d��Û�µg������© ≥ n−1

ε

�T����«����¥¯a ¥¡k�³¹·ªg��¦��&®ÒÖ��&£¤����Û�µg������©
c
Õ��±£��±�

λ
Ü � ®I¯a£��±�x©W¯a �¡%£�����ÐxÖd ¥Ëe���¥¯3©d��®Yµa����¯3����µa©%£�����Û�µg������© ¡

c ≥ T ⇒ OPT ≥ T

Ê2¯3�����x�����Vªk¯3�¥¯3©e���������³¹h£d¯a������©k�MÝ��±£����
OPT ≥ T µ·£���� OPT < T (1 + ε)

ªg��¦��³²dÊ�«��� �¡%£d¯a�xÐx«�©d£���©
«�©d£8¶eËa¯3¦���������©j£����K¸�µaªT��©�ËTµg������©�Ëa¯3©�©���¯3©j¯3¦��¥µ¢£���© � ��µa§�¦����¢�������

OPT
£¤«��� �¡j£���©�´#�����

log(nε )����������É³��©Ï«�©d£ÏËTµa���¢�x®ÒÖ��x£���©E´#�±���VÉ±«E����©d���x§,��©dÎa����ªg����©EÍO¯3«¤®ÒÉ³�������Tµa©
O(|E| log(nε ))

²
¶·µa������Ëa¯3©�©%��¯3©E®ÒÖ�������©E®Ò�±�����±�

ε
«�©d£Ï«�©k��������©Rë

LB
ìV«�©d£Eµa§,������© ¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��©ïë

UB
ì�®×Ö���£���©�Ú�Þ¤Ü

������¯3¦�ÝK�����
OPT

����©Eß � ¬;¶�®Òµa¦�ªT��©d£�������¯ÖT��©%ËTµa©d������«���������© ¡È�¯3©����¥¯3�����;����©d��§���©W¨3���	¶e«d �¡d�;���-ÌM©e�������a¯3¦�¦
(LB,UB)

����������¦Ñ®Y��£����V´O�±������µa«�����©d�;«�©d£8¯3Ë·��«W¯3¦��������ÔÜ
���*£¤����¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��©p¹ø§����

UB ≤ (1 + ε)LB
ªg��¦��³²#¶·µa�����¢�����

UB
����©d�

ε
Ül¯3Þ�Þ���µe%¤����¯3�����T�jÍpÎg��«�©�ªE£����

ªT��ªT��§,��©d��©�Ð(!V¶ � ÜMÌl©d���¥¯3©�ÉT²�¬�§d�� �¡�¦����EÖT��©d£������¢®Ò�±����É±«�¡W¯3¦�����©p¹ø£d¯a�¥�¼��¯3© ����������¦Ñ®Y��£��±��ß � ¬;¶��Tµa©
�;¯a������©Ï��©

O(c|E| log(nε ) + c)
����©d�

ε
Ül¯3Þ�Þ���µe%¤����¯3�����T�¼ÍpÎg��«�©�ª�£��±��Ð"!V¶ � §,�±���������*��©EËg¯3©�©p¹dÝ�µa§t���

c
����©d�2�Tµa©E£���©Ï��©������â¯3¦���©+¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��©

UB
«�©d£

LB
¯3§�¡W¨3©�ªg��ªT�¼Û�µa©d���¥¯3©e���¢�����I²

ßøÖ���£¤���±�¥�%¬�������©Q£����jÐ���Ë·«�������µa©d��ªg¦����� ¥¡k«�©�ªT��©í������¦�¦��j�±����© ¯3Ée*·Ë·¦����� �¡d��©íá��¥¯3Þ�¡d��© ËT����© � ��µa§�¦����
£d¯3�³¹d£d¯a����¸�ÎaªT��©E�����x©d��ªk¯3�����T��©%Û�µg������©%�&%¤��������������©p¹d£���©�©E�¥µ³ÝKµa¡�¦ø£¤���	Ð���Ë·«�������µa©d���T���¥¯3©�ËT����«�©�ªj¯3¦��
¯3«d �¡ £¤����Ð���Ëe«�������µa©d��ªg¦����� �¡k«�©�ª+ªT��¦�����©1Ý�����������¡���©p²�Ê;¯a� � ��µa§�¦�����£��±�¬�©d�¥¯3��É³�±�¢£����¢£)*·©W¯3������ ¥¡d��©
� ��µaªg�¥¯3����������«�©�ªj§,���p�*��¡���������©%Ð��±����µa«��� ±��©Ï������£¤���¼á���ÎbÖT�	£��±�;Øh«d���¥¯3©d£����¥¯3«��*�±��«�©d£Ï£¤���á;�Ô®I¯3¡��
£���� æ °�©e«��*���¥¯3����µa©�æ�¯3¦�¦���� � ®I¯a£��g²�¸����x����©d���*Ð��±���¥µa«��� ±�g¹�ÝV���8µa§t��©}�Tµa��ªT�±������¦�¦��³¹��¥ �¡d����©k��£¤���±��©dµe ¥¡
¡W¯3©d£¤¡W¯3§�§W¯3�³²
� ����®I¯3¡�����©p¹�£¤���8£¤���±���jÌl£��±��©}����ÝK����������© «�©d£ ¯3«d �¡�®ÒÖ���*��¡��������8Ð��±����µa«��� ±��© ¯3©kÝ���©d£¤§W¯3����¯a ¥¡d��©p¹
�¥¯3«d �¡d��©Q�*�������*«�©e������£����6»;¯3�*��©�³�ÜYª�±Ù·À¾QY±&· ·å¯ß³Mäp¾|¼,¼�ÝGÜ	¾,é�� ¯3«¤®�²@�k�±£�����Û;©dµa����©

v
§t�±������É±������©d�

È+��©�ªT�8�Tµa© È�¯3��Ëe������«�©�ªT��©p¹K£¤���8�����
(s, v)

Ü � ®Y¯a£���© ËTµa�����±��Þtµa©d£¤��������©p²�Ê����±���8��µaªT��©W¯3©�©e����©¬«�¾Q�±&·½´
��©k��¡W¯3¦�����©Ï¯3¦��KÌM©¤®Yµa����¯3����µa©�£¤����Û�µg������©�«�©d£�£���© � ����§��¥¯3«d �¡8£����K����©�É³��¦�©d��©jÐ��±�¥��µa«��� ±��©�£��±��Õ���Ý�����¦��ÑÜ
ªT��© � ®Y¯a£��±�C²�°��øÝ�����£���©+Õ��±£�µ· �¡*¯3«d���� ¥¡�¦����EÖg¦��� �¡*ÍO¯3§,��¦��ø�T����ÝK��©d£����³¹g£¤���K©��� �¡k���Tµa©�¯3©d£�������©�£�µa����©��������
ÝK����£���©p²øÊ;���¢¸���ªg���ÑÓ Ê�µa����©W¯3©�É�§,�±£���«������¢¡������³¹O����©

(s, v)
Ü � ®I¯a£

P1
¹(§�É±Ý	²p������© ÍO¯3§t��¦I¹O£�µa����©��������

����©d��© ¯3©d£�������©
(s, v)

Ü � ®Y¯a£
P2
¹W§�É±Ý	²h������©+ÍO¯3§,��¦I¹WªT��©W¯3«�£d¯3©�©p¹WÝ���©�©+�¥µ³ÝKµa¡�¦�£¤���Û�µg������© ¯3¦���¯3«d ¥¡



�»�G�)��567  �� ?+1E8F4j	 1G:�DF46=R7��":F�F2P (:�562a:r��8;AB= �,#
¯3¦�¦��¢Ð��±����µa«��� ±��©e�T����§��¥¯3«d �¡d��Ý����������Tµa©

P1
Ëe¦�����©d����µe£�����ªg¦����� �¡%£���©%Õ���������©E�Tµa©

P2
����©d£(²W¬�¦�¦O£¤���±���

©��� �¡e�x£�µa����©�����������©EÍO¯3§,��¦���ÝK����£���©Ï£d¯3©�©Ï��«�Ë·É³�±�������T��§t�����± ¥¡�©d���³²�Ê2¯3É±«j����©d£�É±«j¸���ªg��©�©p¹¤§����V¯3«¤®#£¤���
ÍO¯3§,��¦��*��©�ªT�¢£��±�xÛ;©dµa����©%�³¹�£¤���2�����

0 ∈ � 1+k ��©������â¯3¦������������xÝV����£(¹W¯3¦�¦��	ÍO¯3§,��¦��*��©�ªT��©E¦��±���³²¶·µa¦â¯3©�ªT�E�±�*«�©k§,�³¯3��§t�����������%ÍO¯3§t��¦���ªg��§��³¹�ÝV����£ ����© Û;©dµa����© ����������©d��� ��µa¦� ¥¡d��© ¯3«d��ªT��Ý�¨3¡�¦��³²KßøÖ��
£¤���±����©QÛ;©dµa����© ÝK����£���© ¯3¦�¦�� � ®I¯a£��g¹&£¤���%£¤«��� �¡ ¯3«d��ªT��¡d��©d£��E¸�ÎaªT��© ��©e��������¡d��©QËTÎa©�©d��©p¹K¯3«¤®2��¡����Ð��±�¥��µa«��� ±��©�É±«�¦â¨a������ªgËT�����x¡���©EÖ�§t����Þ���Ö¤®Ò�x«�©d£8ªgªa®�²¤©d��«d�g¹�©��� �¡e��£�µa����©����������¼ÍO¯3§t��¦�������É³��«�ªg�³²
Ê����±���¼ÝK����£���© £d¯3©�©+£����;ÍO¯3§,��¦��*��©�ªT��£��±����©e����Þ����± �¡d��©d£���© Øh����¦�Ë·©dµa����©d�;£��±�;¸�µaªT��©d��¡���©�É±«�ªT�Ô®ÒÖ�ªg�³²
Ê2¯a�¼Í#¯3§t��¦K�����¢����©�����¯3¦���©�Û�µg������©}¯3«d�¼£����ÍO¯3§,��¦��*��©�ªT��£��±�¼Û;©dµa����©

t
¦����Ô®Y�����¼£d¯3©�© ����©d��©cË·Ö���Ü

É³�±������© ���±���¥µa«��� ±��©k§,�±�� �¡��¥¨3©�Ë·����©
(s, t)

Ü � ®Y¯a£(²ø¶·µa¦�¦�����£¤����ÍO¯3§t��¦��*��©�ªT��£��±�2Û;©dµa����©
t
¯3��°�©d£���£��±�

¬�¦�ªTµa������¡��¢«d��¦��±����������©p¹ø��µE�����¢ªT��É³����ªg�³¹�£d¯a���¼ËT����©����±����µa«��� ±��©k§,�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe�����
(s, t)

Ü � ®I¯a£c��©�£¤���±�����
Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©%�&%¤�������������³²
Ê;���8¡������8©k«��ÏË·«���É ��©¤®Yµa���*��¦�¦2�Tµa��ªT�±������¦�¦����1¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�%���¥¯3���¢�Ï�Tµa©íÊ;�±����µ· �¡d�����Ï«�©d£ ¶·µa«������
Â Ê	¶ 'g�Ã ¹�ÝKµa§,������ °���©¤ÜMÐ��±����µa«��� ±��©zßW¯3¦�¦������ »��� �¡k��ÜM»�«�¦�¦ÑÜuá;��ÝV�� ¥¡k����© ����©d� Þd����«d£�µ3ÜIÞ,µa¦h*·©dµa���â¯3¦��
ÍO¯3«¤®ÒÉ³�����x�Tµa©

(|E|λ)
©W¯a �¡�ªT��ÝV���±�¥��©EÝV«���£��g²

~�{��&{ ~ viÔX ] _ ] LpRTXaUh^CX%�PtX ]  ê [&^3ftX�à�U
°���©d��ÝK�����������������¥¯3©�ªT��¡d��©d��Ý���������É±«���ÍpÎg����©c£��±�¢Ð(!V¶ � ����©d£�ËeÜI��¡ ¶e¡dµa�����±��� � ¯3��¡¤ÜM¬�©d�¥¨3��É³��µ·£����
¯3«d �¡ � ¯3��¡*Ð�¯3©�Ë·��©�ªaÜM¬�©d�¥¨3��É³�g²aÊ����±�¥� � ����®I¯3¡�����©�§t����«�¡d��©*¯3«¤®,£�����Ìu£��±�g¹a£¤��� � ®Y¯a£��V¯3«¤®Y��������ªT��©d£§�É±ªg¦I²
£�����Û�µg������©¤®×«�©�Ë·����µa©ÏÉ±«E�¥µa������������©Ï«�©d£Ï£���©E����������©8É±«�¦â¨a�¥����ªT��© � ®I¯a£E¯3¦��xÍpÎg��«�©�ª�¯3«d��É±«�ªT��§,��©p²
Ê;���Kªg��ÎbÖg��� � µa��������¦(��µa¦� ¥¡d����¬�¦�ªTµa������¡��*��©j�����³¹·£d¯a����§t���t£����xØh«�¦â¨a�¥����ªgËT��������Þ���Ö¤®Ò«�©�ª�£��±� � ®I¯a£��±��©��� �¡e�
©k«���¦���©d�³¯3���8¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��© Ö�§t����Þ���Ö¤®Ò��ÝK����£���© ËTÎa©�©d��©p¹���µa©d£�����© ¯3«d �¡Q¯3©d£������jªT��ÝVÖ�©d�� �¡e��� � ®I¯a£·Ü
§�É±Ý	²d´#����¦�Þ¤®Y¯a£�����ªT��©d�� ¥¡W¯�®×����©p²
Ìl�9¬�¦�¦�ªT���*����©d��©�Ý�����£���©�§t�����¥µa¦� �¡d��©1¬�¦�ªTµa������¡��*��©�©d��«d��¸�ÎaªT��© «�©d£ Û;©dµa����©�����Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��© ªT�ÔÜ
©d�����������³²�Ìu����Õ��±£�µ· �¡8£¤���;¬�©�ÉC¯3¡�¦(£�����É±«jËTµa©d������«���������©d£���© � ®I¯a£��g¹·§t���Tµa����¯3©Ï����©d��©jÉ±«�¦â¨a������ªT��© � ®I¯a£
ªT�Ô®Ò«�©d£���© ¡W¯3�³¹�����¡��*¡dµ· �¡p¹&£d¯3©�© Ëg¯3©�© £¤���±��£¤«��� �¡W¯3«d��É±« �&%¤Þtµa©d��©e������¦�¦�����¬�«¤®×Ý�¯3©d£}��© £�����Û�µ3Ü
£¤������«�©�ªT��¦â¨3©�ªT��£��±�j«�����Þ�Ö�©�ªg¦��� �¡d��© Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��© ®ÒÖ�¡�����©p²�Ê;¯�£¤���±�j§,���2£���© �Tµa© «�©d�j§t�³¯3��§,������������©
Ìl©d���¥¯3©�É³��© ¯3«¤®×ªg��«�©d£�£�����Ð��±��������Ë·�����e���¥¨3��£�����Ð��±��µa«��� ±��!�µa©d�����¥¯3��©e���*£����ßh¯3¦�¦������³¹OÝV����£}¯3©�£¤���±�����
¶e����¦�¦��2ËT����©Ï©e«���¯3«¤®�£¤���±������Ìu£��±�;§t����«�¡d��©d£�����¬�¦�ªTµa������¡��¼«d���Tµa��ªT�±������¦�¦���«�©d£E¯3©W¯e*·¦����������³²

~�{��&{ � ���jUWGk�� ] P(^3UW[� ê JIoOLpRkGYX ] N Uh[
Ê����;§t������������¯3©W¯3¦h*·������������©%´O�± �¡�©���ËT��©+¡W¯3§,��©ÏªT��É³����ªg�³¹d£d¯a���x����©d� � ����¦�ÉC¯3¡�¦p�Tµa©EÌu£��±��©8«�©d£8¬�©d�¥¨3��É³��©
�&%¤��������������©p¹�Õ��±£�µ· �¡j��µ³Ý�µa¡�¦(��¡d�±µa���������� �¡Ï¯3¦��V¯3«d �¡8Þ��¥¯3Ë·������ ¥¡�ËT����©d�2¯3©�©d��¡��¢§W¯3���¢ÍO¯3«¤®×É³������ªT��Ý�¨3¡���¦����ÑÜ
�������øÝK����£���©�Ëg¯3©�©p²a»�«�������©d�KªT�±����ªg©d�����VÛ�µa�¢§���©W¯3����µa©��Tµa©�£¤���±����©�´O�± �¡�©���ËT��©�Ëa¯3©�©É±«*¯3©kÝK��©d£¤§W¯3����©
¬�¦�ªTµa������¡��*��©Ï®ÒÖ�¡�����©p²dÊ����2Ìl£��±�;�Tµa©+ØhÝ����ÑÜ � ¡W¯a����©¤ÜM¬�¦�ªTµa������¡��*��©�®×Ö��x£d¯a��Ð"!V¶ � ������®Yµa¦�ªT��©d£�� ¡

• Ìl©8£����x����������© � ¡W¯a���;Ý�����£���©Ï«�©k�������¢¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��©E«�©d£8µa§,�����2¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��©Ï®ÒÖ��V£d¯a�VÐ"!V¶ � ªT��©d�ÔÜ���������³¹e��©d£����-£¤����ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT�;Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª¢§�É±Ý	²·£¤����Í � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª^æ µaÞ�������¯3¦ºæeªT��¦�Îg���&Ý�����£���©p²
Ê����V��µ�ªT��Ý�µa©�©d��©d��©�ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT�ÔÜMÈ%«�¦�����Þ�¦���Ëa¯3��µa����©p¹e«�©k��������©�«�©d£�µa§,������©�¶· �¡��¥¯3©�ËT��©�ËTÎa©�©d��©*��µ3Ü
Ý�µa¡�¦W®ÒÖ��&Ð��±£¤«�Ëe����µa©�£�����á���ÎbÖT��£��±��á��¥¯3Þ�¡d�±�³¹·¯3¦���¯3«d ¥¡*®ÒÖ��K£¤��� � ¡W¯a����ØhÝ����hªT��©e«���É±�KÝ�����£���©p²

• Ìl© £����É±ÝK��������© � ¡W¯a�¥��ÝV����£�£¤�����*Îaªg¦��� �¡d�jÊ�«W¯3¦����¥¨3����¦�Öd �ËT�jªT�±�� ¥¡�¦�µg������©p²�Ê2¯3É±«cÝ�����£���©��T����Ü�¥ �¡����±£���©d�	§,�����������V�Tµa��ªT�±������¦�¦����¼´O�± ¥¡�©���ËT��©%�T����Ý���©d£����³²



��0 �a56�@1E8F=C7��»��Æ�5W:I?+= :�����?°DF=ÐD�� 2W:�8F?+5+132+=CÆÇ:�4�� ?(8F= :�8ï�B5�8F4Ð�@?�� ÉÊ7�=
	
¡8òdó��øý×þM
�÷øó��þi�òdó#ö ú)/ d8®
Ê����¼��������� � ����Î3Ó(��©k��¦��� ¥¡k«�©�ªd¹(Ý���¦� �¡d��£¤���±���¬������Tµa©+ÍOÎg��«�©�ªT�¥¯3©d�¥¯3��É®ÒÖ���£d¯a��Ð(!V¶ � £�µaËe«��*��©e���������³¹
�����"Â �2Ø 0g½Ã æ ¬ Ê�«W¯3¦d¬�¦�ªTµa������¡��ï®Òµa����¡d��!�µa©d�����¥¯3��©d�±£�¶e¡dµa�����±��� � ¯3��¡ � ��µa§�¦���� æT�Tµa©�á�²a�;¯3©d£¤¦�����«�©d£
ÌÔ²øØ,¯3©�ªd²�¶e����§,�����¥¯a �¡e����© £���© °���©¤ÜMÐ��±����µa«��� ±��©¤ÜMßh¯3¦�¦�«�©d£ §,�±�� �¡�������§,��©��&%·Þ�¦���É±���³¹#ÝV���j������£¤����£d¯3É±«¤Ü
ªT��¡dÎa����ªT�ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT��Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�µaÞ�������¯3¦ø¦�Îg����©p²tÊ;¯3É±«%§t��©e«���É³��© �����	ËTµa�¼§���©W¯3��µa������ �¡d��È+����¡dµe£¤��Ë,¹
«��>£d¯a�¼Ú�Þ������¼«���£����¢����Öd �Ë·ÝK��������¦���©d�³¯3����©p¹pËTµa©k�T�&%���©1ß�«�©�Ë·����µa©1É±«1§t�����± ¥¡�©d��©p¹pÝKµa§,����¦��±£¤��ªg¦��� ¥¡
¸������± �¡�©e«�©�ªT��© �Tµa© Ë·Ö���É³�±������© Õ���ªT��©Q��� á��¥¯3Þ�¡d��© ���������¥¯3©d��®Yµa��������������© Û�µg������© £¤«��� �¡�ªT�Ô®ÒÖ�¡����
ÝK����£���©+�¢Öd�¥����©p²dÌl©E£����xÉ±ÝK��������© � ¡W¯a���	§t��©e«���É³��©+�����2����©d��©%ËkÜM��¡dµa�����±��� � ¯3��¡%¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�³¹hÝKµa§,���
£¤���Û�µg������©�£���� � ®I¯a£��¼ªT����¨ÖQ£����;µaÞ�������¯3¦���©+Í#¯3ªg�¥¯3©�ªT�ÔÜMÈE«�¦�����Þ�¦���Ëg¯3��µa����©�§,�����± �¡�©d���;ÝK����£���©p²(Øh«��
ÍO¯3«¤®ÒÉ³��������¡����±��¬�¦�ªTµa������¡��¢«d��¡W¯3§t��©+�����"Õ��±£�µ· �¡EÝ��±£�����®ÒÖ�� � ¡W¯a���¢°���©d��©dµ· �¡Ï®ÒÖ�� � ¡W¯a���ØhÝ����ø¬�«d��Ü
�¥¯3ªT��© §,��ÝV���±����©p²,Íp�±£¤��ªg¦��� �¡ £¤����Û�µa©k�T����ªT��©�É�ªT��ªT��©1£d¯a�¢Ú�Þ������¢«��>©W¯a �¡���©d£¤¦��� �¡1�e����¦���©c¶· ¥¡�����������©
¡W¯3§,��©E�����;ªT��É³����ªg�³²

N�þkò�õCý×þ ã ÷#ó����u��
 ü õ ÿ �8¯F�øþkõ ú)/ d /
¸��³¯a��¦��E*	«�©d£�!K¡���������µÁW£��±�"Â ¸(! 0�'Ã ®×Ö�¡�������©�£¤���±��� � µa��ªT��¡d��©d��ÝK�����¥��®Òµa���³²g¶e����§t�����¥¯a ¥¡k��������©*£d¯a��Ð(!V¶ �
�����¢�*��¡���������©�Ð��±�¥��µa«��� ±��©k§,�±£¤��©�ªg«�©�ªT��©�«�©d£�©k«���É±����©}£��±��¡W¯3¦�§}¶e«�§�ªg�¥¯a£¤����©k����©e�T����®Y¯3¡�����©p¹�«�� £¤���
ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT�¼Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�¯3Þ�Þ���µe%¤����¯3�����8É±«8¦�Îg����©p²
ßøÖ��+£¤���cÉ±ÝK������� � ¡W¯a�¥�c§,��©k«���É±����© �����c����©d� � ��µaÉ³�±£¤«��³¹;£¤���1��� ªT��ÝV��������� ¶e��©�©d� �����+����¦Ñ®Ò�c£����
ÍO¯3©�ªg�¥¯3©�ªT�ÔÜMÈ%«�¦�����Þ�¦���Ëa¯3��µa����© ����©d��©E¸��¥¯3©d ¥¡�c;¸�µa«�©d£jc°!K«���ÜM¸V¯3«�� ªT��©d�����������³²

° þM�øýß����
aó ÷øó��þi ü þeöWþ·ýß�1òdó#ó � ®�®8®
Ìl©+£����2¬���§t������Â È Ø ½g½�Ã ÝV«���£��¦�����É±����©d£¤¦��� ¥¡�§t��ÝV���±�¥��©p¹t£d¯a�¥�2£¤���¼�Tµa©1á�²t�;¯3©d£¤¦�����«�©d£�ÌÔ²pØ,¯3©�ª�§,�ÔÜ
�� ¥¡�������§t��©d�	��������� � ¡W¯a���;��¡����±�x¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�x®×Ö��x£���©Ï°���©¤ÜMÐ��±����µa«��� ±��©¤ÜMßW¯3¦�¦#����©d�2Þtµa¦h*·©dµa���â¯3¦��2ÍO¯3«¤®×Ü
É³�����O§,�±������É±�³²�È%��¡�¦�¡dµa��©«�©d£Øh����ªT��¦���¯3©�©¼®Òµa���¼«�¦�����������©�����©d�g¹C£d¯3©�Ë	����©d���ø©d��«d��©¼£����¥¯3��¦�¦�����������©�ªT�±µa�*�ÔÜ
�������� ¥¡d��©cÌl©k������Þ������¥¯3����µa©p¹#®×Ö��2�*��¡���������Ð��±�¥��µa«��� ±��© ªgÖ�¦�����ªT� � ���¥¯3¦�¦�ªT���*����©d����«�©�ª £��±�¢¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�C¹
£¤���	�����;�����"�MèM·ß·�¾|¼,¼BÝ£Ü	¾�é��Ï§t��É³���� ¥¡�©d��©p²
Ìl��°���©¤ÜMÐ��±���¥µa«��� ±��©¤ÜMßW¯3¦�¦������	£d¯a� � µa��ªT��¡d��©c£d¯3§t���&¯3©W¯3¦�µaªÏÉ±«�£���� �Tµa©cá�²(��¯3©d£¤¦����2«�©d£�ÌÔ²pØ,¯3©�ªd²
ßøÖ��&�*��¡��������;Ð��±�¥��µa«��� ±��©�ËTµa©�©e����©j�����x©dµ· �¡�ËT����©d��ÍO¯3«¤®ÒÉ³�����¥¯3§d�� ¥¡W¨3��É±«�©�ª*§t��Ý���������©p¹e¦��±£¤��ªg¦��� �¡j��¡d�±µ3Ü
���������� ¥¡ ������¡k��£d¯3©�Ë�£�����°�¦�¦���Þd��µa��£¤�*����¡dµ·£��8®Y�±���³¹�£d¯a������¯3© £¤���EÍ � ÜMÐ���¦â¯�%¤������«�©�ªc£��±��Ð"!V¶ � �����
§,��¦�����§���ª��·����¦���© Ð��±���¥µa«��� ±��©%«�©e�����2ªT��ÝV��������©�¬�©�©W¯3¡��*��© ��©+Þtµa¦h*·©dµa���â¯3¦����¼Øt�����;¦�Îg����©+Ëa¯3©�©p²,Ê����±���
� µa�¥¯3«d��������É±«�©�ªT��©%ÝV«���£���©Ï§,�����������x���@¬�§d�� �¡�©�������Ö�§t���x£¤���	Í � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª*ªT��©W¯3«E����¦â¨3«��������³²
È+��¡�¦�¡dµa��©c«�©d£}Øh����ªT��¦���¯3©�© ����¡W¯3¦�����©c��©�£���������������© � ¡W¯a����£¤«��� ¥¡���¡�����© ��«�¦�¦K¬�Þ�Þ���µT¯a �¡�§,�±���������
¶· �¡��¥¯3©�ËT��© ¯3¦���¸��³¯a��¦��E* «�©d£Ä!K¡���������µÁW£��±�j£¤«��� �¡ ��¡����+¯3Þ�Þ���µe%¤����¯3�����T��© ¶e«�§�ªg�¥¯a£¤����©k����©�¦�Îg��«�©�ªT��©p²
Ê2¯a£¤«��� �¡�ÝV����£+£d¯a� � ��µa§�¦����9��© � ¡W¯a����ØhÝK��������¡d��§�¦��� �¡��T��������©¤®I¯a �¡k�³²(Ê;�±��Õ�������������©��T����ÝK��©d£���© �����
�T������ ¥¡����±£���©d�	©d��«d� � ¯3���â¯3©e����©p¹W«��@£¤���	Ê�«W¯3¦����¥¨3����¦�Öd ¥ËT�	É±«E�¥ �¡�¦����EÖT��©p²
Øh«�� ����©d��©�ÝK����£���© £¤��� � ®I¯a£��jªT����¨Öz£��������±£¤«�É±����������© Û�µg������©}�����*����¦Ñ®Y���Tµa©}ËeÜu¶e¡dµa�����±��� � ¯3��¡
¬�¦�ªTµa������¡��*��©�£¤«��� ¥¡�¦â¯3«¤®Ò��©�ëÒ��©k«��*�����������|ìÔ²dØh«��-¯3©d£�������©�ÝV«���£�������©�ªT�±����ªg©d�����±��©dµe£���¦â¯3§t��¦�¦���©�ª � ����Ü
®I¯3¡�����©	�Tµa��ªT�±������¦�¦��³¹�ÝK��¦� �¡d�±��£¤������������������¦�����©*¶· �¡��¥¯3©�ËT��©«�©d£2���±£¤«�É±����������©�Û�µg������©¼�T����ÝK��©d£����³²aÊ����±�����
��©¤®Yµa���*��¦�¦·�Tµa��ªT�±������¦�¦�����¬�¦�ªTµa������¡��¢«d��������¦�¦��ø£�����É³������ÝKµa¡�¦�£¤����ªT�±�� ¥¡��� �Ë·���±������Û�µa�¢§���©W¯3����µa©�¯3¦�¦�����Ìu£��±��©
£d¯3�x«�©d£�®ÒÖ�¡����xÉ±«E����©d���@��©Ï£���� � �¥¯�%·����¯3©kÝK��©d£¤§W¯3����© ÍpÎg��«�©�ªT�¥¯3¦�ªTµa������¡��¢«d��®ÒÖ��xÐ"!V¶ � ÜMÌM©d���¥¯3©�É³��©p²
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Ì°{|z ÿ ¥a�u~;�Y����~>�9�u���

��{*)p{*) � RTP,H ] UW[#X ] UdLpRkU�XTGM^a` ] UW^E��L�n&UWJMJ
Ê2¯a�xÊ�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��Þ���µa§�¦����àÝV����£8����������¦Ñ®Y�2£��±��®Yµa¦�ªT��©d£���©%Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©Ï�*µ·£���¦�¦�������� ¡
ßøÖ���¯3¦�¦���Ê�����©d������¦����*��©k��§,�±���¥¯3©d£¤������¦��g¹d£�������©jÈ%��©�ªT��ÝV���&®Yµa���¥¯3©������

VD
¯3§�Ë·Ö���É³��©�Ý�µa¦�¦���©p¹e«�©d£�¯3¦�¦��

�*Îaªg¦��� �¡d��©+°���ªk¨3©�É±«�©�ªT����¦����*��©e���£�����È%��©�ªT�
VE
ÝV����£8ªT��©W¯3«E����©EÛ;©dµa����©

v
ËTµa©d������«��������³²hÈ+¯3©8§,�ÔÜ

¯a �¡e���*¡�������§,���I¹O£d¯a���¢�������¼¯jÞ,µg����������µa����®Y�±����������¡e�³¹(ÝK��¦� ¥¡d��°���ªk¨3©�É±«�©�ªT�¥��¦����*��©k���8¯3§�ªT�±£��± �Ë·�¢Ý�����£���©
�¢Öd�¥����©p²#Ê����±����Û;©dµa����©}��©k��¡W¯3¦�����© ¯3¦�¦�������©�©k�Tµa¦�¦���©}ÌM©¤®Yµa����¯3����µa©d��©�«�©d£c¬���������§�«����g¹�£¤����§t�������������©
£�����°���©�¦�������«�©�ªj°���Ý�¨3¡�©k«�©�ª�®I¯3©d£���©p²hÊ2¯a������©d£ÏÉ±«��Â����©d��©+£¤����¶e�¥¯3����Ü¥¹h°�©d£·Ü¥¹hÍp��©�ËeÜ¥¹h¬���§t��������Ü&«�©d£
�*Îaªg¦��� �¡d� � ¯3«d�¥��©�É³������«�©d£8É±«��à¯3©d£�������©+����©d� � ����¦�ÉC¯3¡�¦O�Tµa©+Øh«�¦â¨a������ªT��ËT����������©¤®Òµa����¯3����µa©d��©p² 9ØhÝV���� ¥¡d��©�£¤���±����©�Û;©dµa����©��&%¤�������������K���)Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©�ªT��©W¯3«j£d¯3©�©�����©�¸�µaªT��©p¹kÝK��©�©j�±�&����©d� � ����Ëe©eÖ�Þ¤Ü®Ò«�©�ª�É±ÝV���� �¡d��©E£���©8É±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£���©�°�¦����*��©e����©Eªg��§��³¹d£(² ¡p²��±�VËTÎa©�©e���	����©ÏÊ�����©d���x�&%¤��������������©p¹���©
£����)£¤���±����°�¦����*��©k���;¯3«¤®Ò����©W¯3©d£����&®Òµa¦�ªT��©p² � �����Tµa¦�¦����¥¨3©d£¤��ªg�&ÝV����£�£¤���±���±��»�����É±ÝK����Ë��Tµa©�����©d���"â�«d��¦�¦��
«�©d£Ï����©d����¶·��©�ËT�g²WÊ����±�¥�2È%µ·£���¦�¦�������«�©�ª�§,��©dÎa����ªg��¯3¦���µ®Yµa¦�ªT��©d£��	È+��©�ªT��© ¡

Ü Ê�����©d������¦����*��©k��§,�±���¥¯3©d£¤������¦��
vd ∈ VD = {1, 2, 3 . . . n}

Ü °���ªk¨3©�É±«�©�ªT��¦����*��©e���
ve ∈ VE = {n+ 1, n+ 2 . . . , n+m}

Ü Ê�����©d���¥¯3������©
dt ∈ DT = {1, 2 . . . , k}

¶·���p©e«�©
D = (V,A)

£�����Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡+������£�����Û;©dµa����©��*��©�ªT�
V = VD ∪ VE ∪ {0, n+m+ 1}

«�©d£Ï£����x¸�µaªT��©��*��©�ªT�
;P�bsK¦Q^YESAN\]U[IJ\(OPAMLPAN�4EGIK¦§¨KHKOPsKIJT
^KEGAD_=AXO�c�ZwO*Zwt�AMLPAMO�sJIJ^µ^KAMOPAMI�>.ADCDADEGF*HJIWsJIKT�ADIµuNE�O*^�ZwI¶^YEGAD_=AMOoVWLPADRGRGA�^YAMO.�8EGIK¦§Z[F*HK·HJAMEGLbHJZ[RG?BAMOb�]AMOPCDEGF*H(LPAMLzd

��'
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A = {(i, j) ∈ V × V | � ����Ëe©eÖ�Þ¤®×«�©�ª�É±ÝV���� �¡d��©%�(«�©d£PÕ��&%¤������������� }∪

{(0, j) ∈ V × V | °�¦����*��©k�CÕ�������¯3¦��xÊ�����©d����§t��ªg��©�©EÉ±«�¦â¨a������ª }∪
{(i,m+ n+ 1) ∈ V × V | °�¦����*��©k���O������¯3¦��xÊ�����©d������©d£��2É±«�¦â¨a������ª }.

¬�«d��£�����Û�µa©d������«�Ëe����µa©Ï£�����¸�ÎaªT��©�ªT����¨Ö�£���© � ����Ë·©kÖ�Þ¤®Ò«�©�ªT������ªT��¦�©E����ªT��§,��©����� �¡j§t�����������K®Yµa¦�ªT��©d£��
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v
£d¯a�ø©W¨a �¡d����������©�¦����������³²a¸�ÎaªT��©
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§,��������©d£���°�¦����*��©k�	£d¯3��������¦�¦��³²tÊ����±���¬������Tµa© ¸�ÎaªT��©%§���¦�£���© £¤���¸�µaªT��©e������¦��*��©�ªT�
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¬�¦�¦��2Ê�����©d�����2��©k����Þ����± ¥¡d��©E��©Ï£¤���±����©%á��¥¯3Þ�¡d��©E¯3¦��¥µ�����©d���
(0, n+m+ 1)

Ü � ®I¯a£(¹W¯3©d£�����������������������©d£
©��� �¡e�*¯3¦�¦���£¤���±��� � ®I¯a£���Ê�����©d�����g²ø»�«��¢ÝK��©�©}£����

(0, n + m + 1)
Ü � ®I¯a£�����©d���Ê�����©d���¥¯3���

dt ∈ DT



ÅM�À�,�¹	x� ÆW=@7�7�13=@?P��2�  �)�
É±«�É±«dµa��£¤©d��©E�����³¹¤¡W¯3©d£���¦����±�x���� ¥¡Ï«��@����©d��©ÏÉ±«�¦â¨a������ªT��©EÊ�����©d���³²
Ê�����®Yµa¦�ªT��©d£���©�£¤�����W¬�§�§���¦�£¤«�©�ªT��©��¥µa¦�¦���©�£d¯a�&��§,��©�����©�ªT�Ô®ÒÖ�¡������xªg�¥¯3Þ�¡d��©k��¡d�±µa���������¥ �¡d�¢á���«�©d£¤�*µ·£���¦�¦
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Ê2¯a£¤«��� �¡ Ëg¯3©�©���¯3©�°���ªT��©d�� �¡W¯�®Ò����©p¹p£¤�������� ¥¡ ¯3«¤®�Ê�����©d����������¦���§t��É±����¡d��©p¹,§,�±��������«�©d£��&%�¯3Ë·�����;�*µ3Ü
£���¦�¦���������© ¯3¦�������«�����Þ���Ö�©�ªg¦��� ¥¡d��© È+µe£���¦�¦I²�ßøÖ���É±ÝK���xÊ�����©d����������¦��j§,��ÉC¯3¡�¦�����¯3© £¤���±��� � µa��������¦��8���
�� ¥¡�¦��± �¡k���±������©�ßW¯3¦�¦h£¤«��� �¡�����©d� � ����£�µaÞ�Þ�¦�«�©�ª^ë×��� ¯3¦�¦�ªT���*����©d��©�����©d� � �����·����¦Ñ®Y¯a ¥¡k«�©�ª«��)£���©�ßW¯3Ë·��µa�
k
¹kÝ�µa§t���

k
£�������¯�%·����¯3¦,É±«�¦â¨a������ªT��©j¬�©�ÉC¯3¡�¦(Ê�����©d����������¦��;£�����Õ���ÝK����¦���ªT��©ÏÊ�����©d���¥¯3���V��©k����Þ����� �¡k�|ìV£����

¸�µaªT��©¤Ü�«�©d£ Û;©dµa����©��*��©�ªT�g²OÊ2¯a�	£¤«��� ¥¡1£¤���±���±�	¯3¦�������©W¯3�����T��È%µ·£���¦�¦�ªT��ÝKµa©�©d��©d��»�����É±Ý�����Ë%Ý�µa¦�¦���©
ÝV���V®Yµa���¥¯3©E¯3¦��åªb¯º±&³»´Eµ²µ¶±&¯ß·h±z�&¼)¾b³�ªb¯º±&ÝEµ¶±&³ ®°¯²±&³j´&µ½¼�·h¾b³jè�³Mä´GäbÝ£¾&¼8�8§t��É³���� ¥¡�©d��©p²
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¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² º ¡ Ê�����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤������������Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡p¹tÝKµa§,���p©k«���´@*·ÞEÌ � «�©d£ � ¸�ÎaªT��©
£d¯3��ªT�±������¦�¦�������©d£(²

Ê�«��� �¡}£¤���±����È%µ·£���¦�¦�������«�©�ª ����¡W¨3¦��¼��¯3©p¹øÉ±«d�¥¨3��É±¦��� ¥¡�É±« £����§�����¡d���§t��Ëg¯3©�©k����©}£¤���ÞÕ�«�©�Ëe����© � ¯3�����ÑÜ
����µa©�������«�©�ª8£����2¸�µaªT��©��*��©�ªT�ªT����¨Ö £����;¸�µaªT��©e�¶*·Þt��©

A = AI∪̇AII∪̇AIII ∪̇AIV ∪̇AV
¹W©dµ· �¡�����©d�

ÝK������������¡���¦Ñ®Ò������ �¡d� � ¯3����������µa©�������«�©�ª�©W¯a �¡�Ê�����©d����������¦���©
A = A1∪̇A2∪̇AH

²p¸�������Þ�����¦���Ý�����������©e��¡W¨3¦��
£¤���	È+��©�ªT�

AI ∩AIVB
¯3¦�¦��;É±«�¦â¨a������ªT��©E¸�ÎaªT��©E£¤���	£���©E����������©ÏÊ�����©d����������¦#����©�¦���������©p²

¬�©W¯3¦�µaª�¦â¨a�����V���� �¡j®ÒÖ��VÊ�����©d���¥¯3������©Ï�����VÉ±ÝK���#Ê�����©d����������¦���©Ï£¤���2Û;©dµa����©��*��©�ªT�	��©
V = VD∪̇VE∪̇VH§�É±Ý	²

V = V1∪̇V2∪̇VH
ÞW¯3����������µa©���������©p²

°���©8Ë·¦�����©d���x»�¯a ¥¡k������¦ø£¤���±���±�V£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������©+Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©Ï®ÒÖ��VªT��������¦����2Ê�����©d�����
���±��«�¦����������*¯3«d��£��������¦Ñ®Y��ËTµa©d������«�Ë·����µa©c®ÒÖ���£¤����Û�µa�¢§���©W¯3����µa© £�����Ê�����©d����������¦��g²�ÌM��«�����Þ���Ö�©�ªg¦��� �¡d��©
È+µe£���¦�¦�ÝV����£ £¤����É³������¦��� ¥¡�ËTµa������Ëe����Ð�����¡d��©¤®Òµa¦�ªT��£����	Ê�����©d����������¦��*¯3«¤®×ªg��«�©d£�£����	Û�µa©d������«�Ë·����µa©1£��±�
á��¥¯3Þ�¡d��©í���� ¥¡d����ªT�±������¦�¦��³¹xÝ�¨3¡�����©d£ ���=£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������© Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©ë£d¯3��Ö�§,���
ËT����©d�*¬�«d�����¥¯3ªT��ªT������µ3Ó(��©1Ý�����£���©1Ëg¯3©�©p²pÌl©d��§t�±�¥µa©d£������*�&%·��������������©�«�©�É±«�¦â¨a������ªT� � ®Y¯a£��g¹p£¤���*É±«d�������
£���© É±ÝK��������©}Ê�����©d����������¦�����©�¦���������©�«�©d£ £d¯3©W¯a �¡}£���©c����������©p²�ØhÝ�¯3�ËTÎa©�©d��©þëY¯3«¤®Òªg��«�©d£ £���� � µg�������ÑÜ
µa©d��¦�µaªg��Ë £�����°���ªk¨3©�É±«�©�ªT����¦����*��©k���E�¢Öd������©}������Õ��±£�µe ¥¡ ©��� ¥¡k�|ì£¤���±��������������©d����É±«�¦â¨a������ªT��© � ®I¯a£ËTµa�����±��Þ,µa©d£¤��������©p¹W£���©�©dµ· �¡%ÝV����£8£¤���2ËTµa©d������«�������§W¯3��� � ®Y¯a£¤�*��©�ªT�¢«�©�É±«�¦â¨a������ª�����Ý������������³²
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»;¯a �¡d£����@©e«�©%¯3«d��®ÒÖ�¡���¦��� �¡E£d¯a��á;�¥¯3Þ�¡d��©��*µe£���¦�¦p�Tµa��ªT�±������¦�¦��xÝV«���£��g¹d��µa¦�¦(��©Ï£¤���±�����@¬�§d�� ¥¡�©�������£d¯a�
����ªT��©k��¦��� ¥¡d�¼Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��Þ���µa§�¦���� ¯3¦�¦�ªT���*����©Ï®Yµa���¢«�¦���������Ý�����£���©p²
¶·����£¤���*È+��©�ªT�*¯3¦�¦����¢Ê�����©d����������� D §,��É³���� �¡�©d���³¹ xd, d ∈ D £¤��� ½0/�� ÜM°�©k���� ¥¡d����£¤«�©�ªT���g¯3���â¯3§�¦��g¹ø£¤���¯3©�ªg��§��³¹,µa§+Ê�����©d���

d
��� Ê�����©d����Þ�¦â¯3©+��©e��¡W¯3¦�����© �����³¹W«�©d£

ω ∈ � |D|+

����© � ��Ëe��µa�³¹t£���� Õ��±£���� Ê�����©d���
������©d�2��Þ,��É±�ÀÁW�� ¥¡d��©EÛ�µg������©EÉ±«dµa��£¤©d���³¹d��µ�Ëg¯3©�©Ï£d¯a�xÊ	¶ � ����������¦Ñ®Ò�;£�����Ê�����©d������¦����*��©e��§t�±���¥¯3©d£¤������¦ÑÜ
Ê�����©d����ÜMÌl©�É±��£���©�É±��¯3�����À%

Φ ∈ {0, 1}n×|D| ¯3¦���¶·��� � ¯3������µa©���©�ª � ��µa§�¦���� ëI¶ �@� ì�®Òµa���¼«�¦���������Ý�����£���©p²
Ê�«��� �¡�£¤���K§t����������������Ý�¨3¡�©e����©*¸V¯a��� !�µa©d�����¥¯3��©e����ËTÎa©�©d��©�¯3¦�¦�ªT���*����©Ý�������������¦���©d�³¯3���K¬�©¤®Yµa��£�����«�©�ªT��©
¯3©E£���©+Ê�����©d����Þ�¦â¯3©EªT�±������¦�¦���ÝK����£���©p²tÊ����±��§t����©�¡W¯3¦���������©%£���� � �¥¯�%·����§t������Þ�����¦���ÝK�������¼Ð��±��������Ë·����µa©d��©
§�É±ªg¦I²�£����¼����©�����¯3¦���©}§�É±Ý	²#��¯�%¤����¯3¦���©�¬�©�ÉC¯3¡�¦V£����Ê�����©d�����j����©d���ªT��ÝV��������©}Ê�����©d���¥¯3���³²�¶·����§,���ÑÜ
��Þ�����¦���Ý��������x����� T ZD ⊂ D £¤����È+��©�ªT��¯3¦�¦����K´#����¦�É³������£¤����©d������§,��É³���� �¡�©d���³¹·��µ2�*µ·£���¦�¦��������K£¤����Ù�©�ªg¦����ÑÜ �¡e«�©�ª ∑

d∈T ZD
xd ≤ t

£¤����¸��±�� �¡��¥¨3©�Ë·«�©�ª�£����K¬�©�ÉC¯3¡�¦h�T����Ý���©d£��������V´O����¦�É³������£¤����©d�����	¯3«¤®p��¯�%¤����¯3¦h��²
¬�§t����¯3«d �¡j����©�§,���Tµa��É±«�ªg������Ê�����©d�������À%�£�����Ê�����©d���¥¯3������©�µ·£����KÊ�����©d�����T*eÞ,��©p¹k£(² ¡p²·����©�¯3©�ªT�±��������§����±�
¯3«d��ªT��Ý�µaªT��©d�±� � ����¡W¨3¦���©����C¹�Ëg¯3©�© £¤«��� �¡Q����©d�E��µa¦� ¥¡d�EÙ�©�ªg¦����� �¡e«�©�ª�����É±����¦���ÝK����£���©p²�Ê����E°���©e���¥¨3ªT�
bij ∈

�
+
£����x¸V¯a���°!�µa©d�����¥¯3��©e����È�¯3�����À%

B ∈ � k×|D|+

�¢Öd�¥����©E£����*��©k����Þ����± �¡d��©d£%ªT��Ý�¨3¡�¦��xÝ�����£���©p¹
ÝKµa§,���

k
£�����¬�©�ÉC¯3¡�¦�£���������©�ªT��§W¯3«�����© ¸V¯a���U!�µa©d�����¥¯3��©e������©e����Þ����� �¡e�³²xÚ�¡�©d�%¸��±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe«�©�ª £����

¬�¦�¦�ªT���*����©�¡d�������¥���W®ÒÖ���¯3¦�¦��;¸V¯a���6!�µa©d�����¥¯3��©k���V£¤�������± �¡k���¢¶·��������£�����Ù�©�ªg¦����� ¥¡k«�©�ª�É±«j°���©d��©dµa�����������³²
Øh«d�¥¯3���*��©�ªT�Ô®I¯a����������ªg��§������� �¡8®Yµa¦�ªT��©d£��±��¶M*¤������� ¡

ëI¶ �@� ì ����©
ωTx

�³² �³²
Φx =

1
Bx ≤ 1
x ∈ {0, 1}|D| ²

Ú�Þ�����µa©W¯3¦��2Ê�����©d������¦����*��©k���	ËTÎa©�©d��©8¯3©W¯3¦�µaª�É±«8°���ªk¨3©�É±«�©�ªT����¦����*��©e����©E§,�����¥¯a �¡e�����xÝK����£���©p¹�£(² ¡p²�¯3©
��µa¦� ¥¡d�*�&%·��������������©�ËT����©d�*�&%¤Þ�¦���É±������©c¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©p²OÈ�¯3© §t�³¯a ¥¡k���°Õ��±£�µ· �¡p¹p£d¯a�¥�2����Þ�¦���É±���¼£¤«��� ¥¡1£¤���
È+��©�ªT��£����	Ê�����©d������«�©d£ £�������©1Û�µg������©�£¤���*µaÞ�����µa©W¯3¦���©1Ê�����©d������¦����*��©k����«�©d£�£¤����È+��©�ªT��£����	°���Ü
ªk¨3©�É±«�©�ªT����¦����*��©e���¢����È+µ·£���¦�¦(��©k����ªg��������������©d£(²
ßøÖ��x£���©ÏßW¯3¦�¦I¹d£d¯a���V����©ÏÊ�����©d������¦����*��©e��§t�±���¥¯3©d£¤������¦

i
�*��¡�����¯3¦���Ö�§t����£��± ¥Ëe�xÝ�����£���©E£d¯3��®�¹¤ÝV����£8����©¤Ü

®I¯a �¡Ï£¤���2¸��±£¤��©�ªg«�©�ª
Φi·x = 1

£¤«��� �¡
Φi·x ≥ 1

����������É±�³²�¸����pÊ�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��Þ���µa§�¦����*��©�£¤���±�����x¬����
Ëg¯3©�©8��¯3©Ï��µa������£¤���2È+��©�ªT�2£����xÊ�����©d������¦����*��©k��§,�±���¥¯3©d£¤������¦��¢��©Ï����©d��©�¶·��� � ¯3������µa©���©�ªaÜ�«�©d£8����©d��©
¶·���u!�µ³�T������©�ªaÜM´#����¦�¯3«¤®Y��ÞW¯3¦�����©p²(Û�µa��Þ�¦��&%·���¥¨3���¥¯3«d�¥�¥¯3ªT��©1É±«�� ¶ �C� ÝK����£���©c��©�£¤���±�¥���	¬���§,�����2©��� �¡e�
¯3«d��®ÒÖ�¡���¦��� �¡�£d¯3��ªT��¦���ªg�³²��������¼ÝV����£ ¯3«¤®°Â áW� #b'bÃ �T����ÝV���±����©p¹#��© £�����ªT��É³����ªg�¼ÝV«���£��g¹ø£d¯a���£d¯a��¶ �C�
NP ÜM�� �¡eÝK���������³²
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Ê����±�����x¬�§d�� �¡�©�������£¤����©e��£d¯3É±«p¹�£¤��� � ����§���©d£¤«�©�ª*É±ÝV���¥ �¡d��©E£����@�Tµa��ªT�±������¦�¦�����©+á��¥¯3Þ�¡d��©��*µ·£���¦�¦p«�©d£
£����KßWµa���¢«�¦�������«�©�ª*£��±�&Ê	¶ � ¯3¦���¶ �C� ¡d����É±«d������¦�¦���©p²eÊ2¯3É±«�¦â¨a�����&���� ¥¡�£d¯a��Ê	¶ � ¯3©W¯3¦�µaª�¯3¦��&����© !�µa©d��Ü
���¥¯3��©d�±£ � ¯3��¡ � ¯3������µa©���©�ª � ��µa§�¦����Òëº! �@�@� ìx®Yµa���¢«�¦���������©p¹,£(² ¡p²,¯3¦�¦��¢�Tµa©�����©d��� Ê�����©d������¦����*��©k��§,�ÔÜ
���¥¯3©d£¤������¦���©d£¤«�É±����������© Û;©dµa����©c��µa¦�¦���© �����¼����©d���¢È%��©�ªT�*�Tµa©�É±«�¦â¨a������ªT��© � ®Y¯a£���©���� �Tµa��ªT�±������¦�¦�����©
Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��© ËTµg������©�����©�����¯3¦�Ö�§,����£��± �Ë·�¢Ý�����£���©p²#¬�«d �¡ £¤���±���±�¢È+µ·£���¦�¦�§t��©dÎa����ªg� ½0/�� Ü
°�©e���� �¡d����£¤«�©�ªT���g¯3���â¯3§�¦���©+®×Ö���¯3¦�¦��;É±«�¦â¨a�¥����ªT��© � ®I¯a£��g¹�£�������©EÈ+��©�ªT��®Òµa���¥¯3©Ï����� FP §,��É³���� �¡�©d���������I²Ê����	§,�����������x®ÒÖ���£d¯a�2¶ �@� ����©�ªT�Ô®ÒÖ�¡�������© � ¯3�¥¯3�*�������

ω
®ÒÖ���£¤���Ê�����©d�����	«�©d£

B
®×Ö���£¤���¼¸V¯a���P!�µa©d��Ü

���¥¯3��©k���E¦â¯a������©í���� ¥¡íÞ���µa§�¦�����¦�µg�ÏÖ�§,����©d��¡��*��©p¹��¥µ £d¯a�¥�8��¯3©í¦�����É³��©d£¤¦��� �¡ ®Òµa¦�ªT��©d£��±�EÈ%µ·£���¦�¦2�����
χ ∈ {0, 1}n×|FP| ¯3¦��xÊ�����©d������¦����*��©k��§,�±���¥¯3©d£¤������¦ÑÜ � ®I¯a£·ÜMÌM©�É±��£���©�É±��¯3�����À%�����¡W¨3¦�� ¡

ëº! �@�@� ì ����©
ωTx

�³² �³²
χx =

1
Bx ≤ 1
x ∈ {0, 1}|FP| ²

¶·����©k«�© P £¤����È+��©�ªT�*¯3¦�¦���� (0, n + m + 1)
Ü � ®I¯a£���«�©d£���µa����� IP = P\FP £¤����È+��©�ªT��£����2«�©¤ÜÉ±«�¦â¨a������ªT��© � ®Y¯a£��g¹d�¥µ¼¦â¨a�¥���V���� �¡Ï��ÞW¨3�����x£¤���±�¥�2È%µ·£���¦�¦�������«�©�ª�����©¤®I¯a �¡d����¯3©W¯3¦h*¤����������©Ï«�©d£j����¦â¯�%¤��������©p²

Ê����±�VÝV����£8£���«���¦��� �¡p¹dÝK��©�©Ï��¯3©E���� �¡Ï£¤���;§,�±������¡d��©d£���©ÏÍpÎg��«�©�ªT�¥¯3¦�ªTµa������¡��*��©%®ÒÖ���£d¯a��¶ �@� ¯3©d������¡e�³¹
Ý�¯a�*����®Yµa¦�ªT��©d£���© ¬�§d�� �¡�©�������©e«��*��Ë·��É±É³��©�¡W¯�®×��«�©d£���©¤®Yµa���*��¦�¦VªT�±�� �¡�����¡e�³²�Ê����8ßdµa���¢«�¦�������«�©�ª £��±�
Ê	¶ � ¯3¦���¶ �@� «�©e�������� �¡d����£��������� ¥¡���¯3��¡d����¯3������ ¥¡�©��� ¥¡k�&�Tµa©�£����&È+µe£���¦�¦�������«�©�ª£��±�&Ê	¶ � ¯3¦��Ê! �@�@� ²
Ê����±���2¬�����£����xÈ+µ·£���¦�¦�������«�©�ª�£¤����©k�x�·����¦��*��¡��x£d¯3É±«p¹�£¤���¢¶e�� �¡e�MÝ��������¼£����x��ÞW¨3������¯3«¤®×ªT�±������¦�¦�����©%Ð���¦â¯�Ü
%¤������«�©�ªT��©ÏÉ±«Ï�T����������¡d��©p²

Ì°{£¢ }^¨(�����u�����(���8�Ê�.��~ç%('��Ð���(�ËýW¤ï¤
Ù���£¤����¯3¦�ªTµa������¡������� �¡d��©�ÍpÎg��«�©�ªT�����± �¡�©���ËT��© �Tµa��É±«d������¦�¦���©p¹p������ ¥¡k�¼�±�	�Tµa���������³¹p£d¯a�¼¶ �@� µa¡�©d�*¸V¯�Ü
���O!�µa©d�����¥¯3��©k���É±«1§,�����¥¯a �¡e����©p¹ø£d¯Ï���� �¡ £¤��� � µa��ªT��¡d��©d��Ý���������Ëa¯3«���¨3©d£������³²øÊ2¯�®×Ö������©d£�®Yµa¦�ªT��©d£��
� ¯3���â¯3§�¦���©¤ÜK«�©d£EÈ%��©�ªT��©d£��&Ád©�������µa©d��©+©dµa�MÝ���©d£¤��ª ¡
¶·��� D = {1, 2, 3 . . . q} £¤����Ê�����©d�����*��©�ªT�Ï«�©d£ D ⊆ D ����� |D| = q

����©d��©dµe ¥¡}ªT��©W¯3«d����É±«�£��ÔÜ
Ád©���������©d£���´O����¦��*��©�ªT�g²�Ê;�±�¢Õ�������������©������

l ∈ {0, 1}q ����© � ��Ëe��µa�³¹#£����¢É±«���ßd�±����������É³��© ����©�É³��¦�©d���Ê�����©d������£¤����©e�³¹O£(² ¡p²OÝV����£
ld
®×Ö��

d ∈ D °���©d�¼ªT�±������É±�³¹p§,�±£���«������¼£¤���±�³¹#£d¯a���¢£¤���±�¥���¢Ê�����©d���¢��©1£���©§,�����¥¯a �¡k��������©%Ê�����©d����Þ�¦â¨3©d��©�§,����������� Á»%·�������������³²·°�©e����Þ����± �¡d��©d£Ï£�����µa§���ªT��©8ÌM©d£��&%¤�*��©�ªT��©8��������©
x, l«�©d£

Φ
¹d£¤���	¯3«¤®�£¤���±��� Õ���ÝK����¦���ªT�¼È%��©�ªT� D §t�±�¥ �¡��¥¨3©�Ë·����© � ��Ë·��µa����©Ï«�©d£ÏÈ�¯3������É³��©p²

(SPP )
����©

ωTx, Φx =
1
, x ∈ {0, 1}|D|

¬�«d��ªk¯3©�ªT��Þ�«�©�Ë·�p�����p£d¯a�ø¶ �C� ¹�£��±������©¼Ú�Þ�������¯3¦�¦�Îg��«�©�ªT��©�¯3«¤®×ªg��«�©d£¼£����OÈ+µe£���¦�¦�������«�©�ªx�����#µaÞ�������¯3¦���©
Ê�����©d����Þ�¦â¨3©d��©*£��±��Ê	¶ � ËTµa�����±��Þtµa©d£¤��������©p²gÊ;��©�©dµ· �¡��������±�ø«���µaÞ����� �¡p¹g£¤���±�¥�±�#ªk¯3©�É±ÉC¯3¡�¦���ªT� � ��µaªg�¥¯3���



ÅM���»��7��":F�F2� (:�5+2a:r��8;AB=è�j!F?�Æ(5a: :��@� ¾ �
µaÞ�������¯3¦·¦�Îg����©p¹ ªT�±�� �¡eÝK����ªT��£���©�©	®Yµa���¢«�¦���������©É±«¢Ý�µa¦�¦���©p²�¬�¦�¦�����©¼£d¯a�#¸������± �¡�©d��©�£����#È�¯3�����À%

Φ
ÝVÖ���£��

����©d��¬�«¤®ÒÉC¨3¡�¦�«�©�ªOëÒ°�©k«��*���¥¯3����µa©�ì�¯3¦�¦����&�*Îaªg¦��� �¡d��©jÊ�����©d�����x§,�±£���«�����©p²k¬�«d �¡�����©�ÝK�����������±��¬���§,��������©
����������©d����È�¯3�����À%���µa¦� �¡d����á���ÎbÖT�������K©��� �¡k���Tµa��������¦�¦�§W¯3�³¹·��¯3©�§t�³¯a ¥¡k���g¹¤£d¯a���K¡�������§t���,��µC�e����¦��2¶eÞW¯3¦�����©
ÝV���*Ê�����©d������§�É±Ý	²OÉ±«�¦â¨a������ªT� � ®Y¯a£�������Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡}�&%¤��������������©p²pÊ;�±��¡W¯3¦�§1�T������«d �¡k�¼��¯3©
ªg«����2«�©e�������¶· �¡��¥¯3©�ËT��©E®×Ö��x£d¯a� � ��µa§�¦�����É±«Ï§,�����± �¡�©d��©%«�©d£j§t�����¥¯a ¥¡k������®Òµa¦�ªT��©d£��¢Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª ¡

(MLP )
����©

ωTx, Φx =
1
, l ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1

Ê2¯a��È�¯a��������Í � ëÒÈ%Í � ì������x¡�������§,���O£¤���¼¶e�¥¯3©d£d¯3��£+Í � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�£��±��¶ �@� ¹t£d¯a�uëÒÊ;Í � ìx£d¯a�VÉ±«��
ëÒÈ+Í � ì�£¤«W¯3¦��	Í � ²

(DLP )
��¯�%

πT (
1 −Φl) + ωT l, πTΦ ≤ ωT

(RMLP )
����©

ωTx, Φx =
1
, l ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1 ,

(RDLP )
��¯�%

πT (
1 −Φl) + ωT l, πTΦ ≤ ωT

¸�������Ð�È+Í � «�©d£�Ð�Ê;Í � ¡W¯3©d£���¦������� �¡j«�������©d��¯3«¤®ø¯3«d��ªT��Ý�¨3¡�¦���� � ¯3���â¯3§�¦���©j§,�±�� �¡��¥¨3©�Ë·��� � ��������µa©
£��±�;È%Í � «�©d£+£�������©�£¤«W¯3¦��±� � ��µaªg�¥¯3����Ê�Í � ¹tÝKµa§,���

π ∈ � n £¤���¼£¤«W¯3¦�� � ¯3���â¯3§�¦�������³²hÊ2¯a�2Ú�Þ����ÑÜ�¢«���£��±�;È+Í � ¦����Ô®Y�����2����©d�¼«�©e��������¶· �¡��¥¯3©�ËT�®ÒÖ��2£d¯a�2¶ �C� ²(Ù���Õ��±£�µ· �¡ £d¯a�2È+Í � µaÞ�������¯3¦�¦�Îg����©
É±«�ËTÎa©�©d��©p¹·µa¡�©d�;¯3¦�¦���Ê�����©d�������&%·Þ�¦���É±���KÉ±«�§,�����¥¯a �¡e����©ÑëÒ��©e«��*������������©�ìÔ¹d¯3��§t���������K��¯3©�©e«��K����������©d���
´O����¦��*��©�ªT�¼£�����Ê�����©d�����*��©�ªT�g²
Ê����¢Ìl©������â¯3¦�����������«�©�ªj£¤���±������´#����¦��*��©�ªT�¼Ëg¯3©�©EÉ±«��Â¸�������Þ�����¦#£¤«��� ¥¡�á2��©d������������©%�Tµa©+Ê�����©d������©�ëÒ°�©e«¤Ü
�*���¥¯3����µa©�ì;��Þ,��É±����¦�¦����	Ê�����©d���¥¯3������©p¹p£¤«��� ¥¡ � ����ÝK��©d£¤«�©�ª�¯3¦������2§t��Ëg¯3©�©k�����¢Ê�����©d������µ·£����	£¤«��� �¡1£)*eÜ
©W¯3������ ¥¡d�±��á;��©d������������©%�Tµa© � ®I¯a£���©Ï���@Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡�����®Yµa¦�ªT��©p²
Ê����2��µªT��ÝKµa©�©d��©d��©EÐ�È%Í � «�©d£8Ð�Ê;Í � ËTÎa©�©d��©Ï©e«�©8�����x����¦Ñ®Y���Tµa©ÏÍ � Üu¶·µa¦��T����©p¹���©8«�©d�¥�������@ßW¯3¦�¦
! � Íp°
é 0 ² ½ ¹(µaÞ�������¯3¦�ªT��¦�Îg���2ÝK����£���©p²pÙ�©k�����¢£����	¬�©�©W¯3¡��*�g¹(£d¯a���;ÝV���	£¤����È+��©�ªT� D ����©�©e�Tµa¦�¦�ªT�ÔÜÝ�¨3¡�¦��;¡W¯3§,��©p¹,£(² ¡p²�¹t£d¯a�¥��ÍpÎg��«�©�ªT��©��&%·��������������©p¹hËg¯3©�©+��¯3©+ªT����¨Ö�£����2¦���©d�³¯3����©1Ú�Þ�������������«�©�ª8«�©d£
£�����Ê�«W¯3¦����¥¨3������¡d�±µa�����¢ÝV���;®Òµa¦�ªg��¯3��ªg«��*��©e����������© ¡
¶·µa§W¯3¦�£j�±��ËT����©d��©8Ê�����©d���K�*��¡��Vªg��§��³¹¤£��±������©����±£¤«�É±���������2Û�µg������©Ñë×�·ªg¦I²·¦���©d�³¯3���	Ú�Þ�������������«�©�ªMì�©d��ªk¯�Ü
����������©d£(¹g¡W¯3©d£���¦��&�±������ �¡*§,���W£�����µaÞ�������¯3¦���©�ÍOÎg��«�©�ª¢£��±�&Ð�È%Í � §t�����������&«��z����©d�xµaÞ�������¯3¦���ÍOÎg��«�©�ª
£��±�xÈ+Í � ²WÊ2¯3É±«8§t�����¥¯a ¥¡k��������¯3©8®Yµa¦�ªT��©d£��	ß��¥¯3ªT�±������¦�¦�«�©�ª ¡

(PRICE) ∃j ∈ D : ωj − πT? Φ.j < 0

Ê����±���VªT�±�¥¯3�¼����ÍpÎg��«�©�ªT�����± �¡�©���Ë*ÝV����£�¯3¦�� !�µa¦�«���©¤Üuá;��©d���¥¯3����µa©¤Ü � ����®I¯3¡�����©8§t��É³���� ¥¡�©d���³¹k£(² ¡p²e�±��ÝV����£
©k«��#®ÒÖ��#����©d��§,�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe����¬�©�ÉC¯3¡�¦e�Tµa©Ê�����©d������©µaÞ���������������«�©d£¢£d¯3©�©¢�T������«d �¡k�³¹aÍpÎg��«�©�ªT��©£��±� � Ð�ÌMÜ
!�° � ��µa§�¦����*�±�¢¡���©�É±«�É±«¤®×Ö�ªT��©p²(Ê�����µaÞ�������¯3¦���©1ÍpÎg��«�©�ªT��©�£��±�2Ð�È%Í � ¦����Ô®Ò����© µ3Ó(��©d���� �¡e��¦��� �¡cµa§,�����
¶· �¡��¥¯3©�ËT��©E®×Ö��x£d¯a��Ú�Þ������¢«��à£��±��È%Í � ¹W¯3§,����¯3«d �¡Ï«�©e�������¼¶· �¡��¥¯3©�ËT��©p²tÊ����±�VÝV����£Ï¯3§,����¯3©Ï��ÞW¨3���ÔÜ
�����¼¶e����¦�¦���£��±�2Û	¯3Þ�������¦��	��¡d����¯3�������������	«�©d£�§t��ÝV���±�¥��©p²tÌl©d��ªT�±�¥¯3�¼�;®×Ö�¡����	£d¯a�	É±«�����©d���2§,��ÝK������§W¯3����©
«�©k��������©E¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��®ÒÖ��K£d¯a�V¶ �@� ¹¤��µ¢£d¯a�����±��£d¯3©�©��*Îaªg¦��� ¥¡������³¹k£¤����£¤«��� �¡j����«�����������ËT��©�ªT��ÝKµa©�©d��©d��©
Ê�����©d����Þ�¦â¨3©d�2É±«Ï§,��ÝK��������©%«�©d£8£¤���2�*Îaªg¦��� �¡d�¼Ê��ÑÓ,������©�É	É±«��9Ú�Þ������¢«��Â¯3§�É±«d�¥ �¡W¨3��É³��©p²
Ìl©�¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² ã ÝV����£ �T��������©¤®I¯a �¡e�¢£¤���±���*¯3©�ªT��Ý�¯3©d£¤��� � ����®I¯3¡�����©d��ÝK��������£d¯3��ªT�±������¦�¦��³²pÌl�>á���µbÖT��©
«�©d£�á2¯3©�É³��©*��µa¦�¦�£¤���±��©e«���Ö�§t�������� ¥¡k���¥¯3������ª£d¯a� � µa��ªT��¡d��©*§,�����ïÍOÎg����©��Tµa©*Ê	¶ � ÜMÌM©d���¥¯3©�É³��©��Tµa��������¦ÑÜ
¦���©�«�©d£1¯3«¤®ÒÉ³����ªT��©p¹O£d¯a�¥�	����©d�*È+��©�ªT���Tµa©�Ë·¦�����©d������©1Ù�©e������Þ���µa§�¦����*��©cÝV���±£�����¡dµa¦��¼ªT��¦�Îg���	Ý�����£���©
�¢«d�¥�³²T��������É±«*ÝK����£���©�����©d� � ����¦�ÉC¯3¡�¦W�Tµa©�µaÞ���������������©d£���©�«�©d£*µaÞ�����������������©�¬�¦�ªTµa������¡��*��©p¹eÉT² ¸;²k¶e«�§¤Ü
ªg�¥¯a£¤����©k����©e�T����®Y¯3¡�����©p¹,¸��¥¯3©d �¡Ucï¸�µa«�©d£ cÎ!K«���Ü � ����®I¯3¡�����©p¹W��Þt��É±����¦�¦���©%¶e����Þ�¦��&%d¯3¦�ªTµa������¡��*��©p¹t¯3§,���



¾ � �a56�@1e8F=@7�ÅM�^Æ(5W:�Æ613=@2a:�8F�@7�562O�F2� (:��@?�� ÉÊ7�=
	

mit LP−Techniken
Setze Dienste

heuristisch fest

Optimum des
RMLP

Generiere 

Dienste
weitere

Dienste hinzu
Füge sinnvolle

Erhalte	
"beweisbar guten"

Dienstplan

Berechne das

    Starte mit sinnvoller 

Dienstmenge

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² ã)¡ ¬�¦�ªTµa������¡������� ¥¡d�¢Ìu£��±�2£��±�+!�µa¦�«���©¤Üuá;��©d���¥¯3����µa©¤ÜM¬�©d�¥¯3��É³�±��®ÒÖ��x£d¯a�xÊ	¶ � ²
¯3«d �¡�Ë·Ö���É³�±�����Õ���ªT��¬�¦�ªTµa������¡��*��©��T����ÝK��©d£����¢«�©d£E�����2����¦Ñ®Ò�¼�Tµa©�¡d��«������������� �¡d��© Ìu£��±��©�§t�±�� ¥¡�¦���«¤Ü
©���ªg�³²3Ê�����¸���ÝK�������K«�©d£�&%·Þ�¦���É±������© � µa��ªT��¡d��©d��Ý���������©*£��±�#¬�¦�ªTµa������¡��¢«d������©d£	��©^Â ¸Vá2Í ½)�EÃ £d¯3��ªT�±������¦�¦��³²
Ìl©k���������±���¥¯3©e��«�©d£�®Ò«�©d£d¯3�*��©k�¥¯3¦W®×Ö���£¤���±���x¬���§,�����ø������¡�������§t���d�Tµa�&¯3¦�¦����Ï¹k£d¯a����£d¯a��Ð(!V¶ � ¯3¦�������©*Ù�©¤Ü
������Þ���µa§�¦���� §,�����ïÍOÎg����©*£��±��È%Í � ¯3«¤®×�¥¯3«d ¥¡k�³²gÊ����±���xØh«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT�x��µa¦�¦���©�´�¡d����¯;£��±�ø©W¨a �¡d������©
¬�§d�� �¡�©��������±��������©p²



ÅM�½ÅM���@?+1EDF=r��26ÆÐ?aD;:�� ¾ �
Ì°{TÌ ¤ïû�ê�ü�Ï ���u� û üþýa¤

Ê����±�����¢¬�§d�� �¡�©��������µa¦�¦�©e«�©c£¤����È+Îaªg¦��� �¡�ËT�����£d¯3��¦���ªT��©p¹O�����¼����¦Ñ®Y�*£��±�¢Ð(!V¶ � ¬�«d�¥�¥¯3ªT��©�Ö�§,���¢£d¯a�
§,�³¯3��§t������������Ê	¶ � ¹eªT��©W¯3«d���KªT�±� ¯3ªg�&Ö�§,���K£d¯a��¯3Ëe��«d��¦�¦���Ð�È+Í � ¹TÉ±«������ÔÓ(��©p²·È%Îaªg¦��� ¥¡�ÝV����£�£¤���±�K£¤«��� ¥¡£d¯a��®Yµa¦�ªT��©d£��¼Øh«d�¥¯3���*��©d��Þ�����¦#É±ÝV���� �¡d��©+£���� � Ð�Ì£!�° � ��µa§�¦�����«�©d£Ï£�����Ð(!V¶ �(¡
¬�©�ªT��©dµa���*��©�£¤���Ê�����©d�����*��©�ªT� D �¥���#§,�����������2£¤«��� �¡�¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©�£����2¬�����ë � ² � ì�«�©d£ïë � ² ¾Mì�£��ÔÜÁd©��������³¹���µ�®Yµa¦�ªg�*©W¨3��¦��� �¡ ����©d�ÏªT��ÝV���¥���ìë"Óe«����a¯3¦���©�É%§t����£���� � ��µa§�¦����*�g¹K£(² ¡p²K£¤���Eß��¥¯3ªT�%©W¯a �¡Q£����
°>%¤��������©�É8����©d�±��Ê�����©d�����±�¼������©d��ªk¯3�����T��©}���±£¤«�É±����������© Û�µg������©�¦â¨a���������� �¡ ������£����*¶e«d ¥¡d��©W¯a �¡ ���ÑÜ
©d���@���±���¥µa«��� ±��©k§,�±�� �¡��¥¨3©�Ë·����©%Ë·Ö���É³�±������©ÏÕ���ª�§t�³¯3©e�MÝKµa������©p²(Øh«�������©d��©8®Yµa¦�ªg�x�������·���³¯3¦�����ÝK�������¯3«d�
£����V°>%¤��������©�É	����©d�±�V��µa¦� �¡d��©E���±����µa«��� ±��©k§,�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe����©ÏË·Ö���É³�±������©8Õ���ªT�±�������V©d��ªk¯3�����T��©ÏÛ�µg������©Ï£¤���
°>%¤��������©�ÉE����©d�±��Ê�����©d�����±����������§,��© £¤���±����© ©d��ªk¯3�����T��© ���±£¤«�É±����������©QÛ�µg������©p²�Øh«�� ¯3©d£�������© ®Yµa¦�ªg�³¹
®I¯3¦�¦��£��������±�¥��µa«��� ±��©k§,�±�� �¡��¥¨3©�Ë·���8Ë·Ö���É³�±������Õ���ª�Þtµg���������T�jÛ�µg������©}§t�±������É±�³¹ø£d¯a�¥���±�¼ËT����©d�8ÍOÎg��«�©�ª
£��±��¯3Ë·��«d��¦�¦���© � Ð�Ì£!�° � ��µa§�¦����*�xªT��§,��©ÏËg¯3©�©p²
Ê�����°;%·��������©�Éj«�©d£�¸������± �¡d��©e§W¯3��ËT����������©d�±����µa¦� �¡d��©}Ë·Ö���É³�±������© � ®Y¯a£��±���T����£d¯3©�Ë·����¯3© £�����´ø¯3���¥¯�Ü
 �¡d�g¹�£d¯a�¥�V�±�V���� �¡Ï£����VÛ�µa©d������«�Ëe����µa©Ï©W¯a ¥¡8§t�����������x«��-����©E¯3Ée*·Ë·¦����� �¡d�±�V»�����É±ÝK����Ëj¡W¯3©d£���¦��³²�Ê����±�������
¦����� �¡e������©�É±«d����¡d��©p¹�£d¯E£¤����Û;©dµa����© £��±��»�����É±ÝK����ËT�±�É±«�¬���§,������������©�¡d��������©������¢®Y�±������©}¶e�¥¯3����É³��������©
ËTµa�����±��Þ,µa©d£¤��������©p²¤¶·µa��������������¯3©�©k«�©�£¤���±�¥��Û;©dµa����©8¯3«¤®Ò��������ªT��©d£�©W¯a �¡j£�����¶e�¥¯3����É³�����³¹·��µ¢����¡W¨3¦��K��¯3©
����©d����µaÞtµa¦�µaªg���� ¥¡d�jÛ;©dµa����©d��µa����������«�©�ª�£��±�¼Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©p¹�£(² ¡p²�Õ��±£�����¸�µaªT��©c����Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©

D
®ÒÖ�¡����

�Tµa©Ï����©d��©EÛ;©dµa����©Ï�����V��µaÞ,µa¦�µaªg���� ¥¡ÏËe¦�����©d������©EÕ������VÉ±«Ï����©d����Û;©dµa����©Ï�����V��µaÞ,µa¦�µaªg���� �¡Ïªg��Îg�¥��������©
Õ������³²øÊ�����°>%¤��������©�É�£¤���±�����¼��µaÞtµa¦�µaªg���¥ �¡d��© ¶·µa����������«�©�ª%�����¼��µCÝKµa¡�¦���©c£���� � �¥¯�%·����¯3¦��¼¯3«d ¥¡c��© £����
´�¡d�±µa�����¢¨3«»ÖT��������¡���¦Ñ®×������ ¥¡p²
Ê;��©�©�¯3«¤®Òªg��«�©d£�£�����ë"Ók«����g¯3¦���©�É�£�����¬�«d���¥¯3ªT��©�£����Iæ Ê���ªg�¥¯3Þ�¡������Ée*eËT��¦Ñ®Ò������§�É±Ý	²�¯3Ée*·Ë·¦����� �¡�æ#«�©d£
£�����æ Ê���ªg�¥¯3Þ�¡ §t�±������É±�;����©d����µaÞ,µa¦�µaªg���� ¥¡d��¶·µa����������«�©�ªjæ,®Yµa¦�ªg�;µa§,������°>%¤��������©�ÉC¯3«d���¥¯3ªT�g²(Ìl©d��§,�±��µa©d£������
�&%¤��������������© ��µa����������µa��É%£������*Îaªg¦��� ¥¡d����ÝK�������+©d��ªk¯3�����T��© Û�µg������©Q£�����¸�ÎaªT��© ËT����©d�E©d��ªk¯3�����T��© Ø�*eÜ
ËT��¦I¹·ÝKµ·£¤«��� �¡Ï£¤����Õ�µa¡�¦�£��&Ád©���������¡d������£��±�V¯3«¤®ÒªT�±������¦�¦�����©ÏÐ(!V¶ � ªT��É³����ªg�V�����³²·Ê����±�¥�2Øh«d� ¯3���*��©�¡W¨3©�ªT�
ÝV«���£���©1§,�����������	��©ÄÂ ¸xá;Í ½)�&Ã �Tµa��ªT�±������¦�¦��³²øßøÖ��¢£¤���*Þ��¥¯3Ë·������ ¥¡d��Ù��*������É±«�©�ªE«�©d£�Ìl��Þ�¦����*��©k��������«�©�ª
§,�±£���«�������£¤���±�³¹a£d¯a���ø��¯3©�ªT�±����ªg©d�����VÊ;¯3����©d������«�Ëe��«�����©*«�©d£�¬�¦�ªTµa������¡��*��©��T����ÝK��©d£���©*Ëg¯3©�©p¹g£¤����£¤���±�
É±«�á�«�©d������©�£����&ÍO¯3«¤®ÒÉ³�����K¯3«d��©k«���É³��©p²¤á;����¨Ö�£����&����©�ªT�Ô®ÒÖ�¡�������©�»�µa�¥¯3����µa©�£��±��¦�����É±����©�¬�§d�� ¥¡�©��������±�
����ªg��§������� ¥¡8®Yµa¦�ªT��©d£��2��¯3��¡d����¯3������ �¡d�¬���ªg«��*��©k�¥¯3����µa© ¡

(PRICE) ∃j ∈ D : ωj − πTΦ.j < 0

⇐⇒

(PRICE) ∃j ∈ FP : ωj − πTχ.j < 0

⇐⇒

(PRICE′)
����©

cTx+ d
T
s

�³² �³²
x ∈ conv

P∈FP
(χ·P )

x ∈ {0, 1}|A|
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(RCSP )

����©
cTx+ d

T
s

ë � ² � ì
�³² �³²

Nx = en+m+1 − e0
ë � ² � ì

Rx+ s+ − s− = λ
ë � ² � ì

0 ≤ s ≤ u ë � ² ¾Mì

x ∈ {0, 1}|A| ë � ² º,ì

Ê2¯3É±«E�����p£¤���¼Øh����¦Ñ®Ò«�©�Ë·����µa©E£��±�xÐ(!V¶ � ÝV���;®Yµa¦�ªg�x£��&Ád©�������� ¡

cTx+ d
T
s = cTx+ dT s−

n+m∑
j=1

∑
(i,j)∈A

πjx(i,j)
¹

ÝKµa§,���
d = (d+, d−) ≥ 0

®Ò�±����ªT��¦���ªg�EÝV����£(¹�£d¯3�����
s+ «�©d£ s− ����©d£���«�����ªQ����©d£(²�Ê�² ¡p² s(x) =

(s+(x), s−(x))
¹d«�©d£Ï��©k�lÝK�±£�����ªg��¦��

s = (λ−Rx, 0)
µe£����

s = (0, Rx− λ)
²

È%���	����¦Ñ®Y��£����¼á�¦����� �¡e«�©�ªT��©Äë � ² � ì�«�©d£Rë � ² ¾Mì;ÝK����£���©1��¯�%¤����¯3¦��g¹(����©�����¯3¦���«�©d£1µaÞ�������¯3¦���¦���©d�³¯3���
¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©��*µ·£���¦�¦��������³²pÊ2¯3É±«�����©d£�£¤����¶· �¡��¥¯3©�ËT��©

u
®ÒÖ��

s
ªT�±����ªg©d���	É±« Ý�¨3¡�¦���©p²pÊ;��� � ��Ëe��µa�

d£¤����©k��¯3¦��V¸��±�����¥¯�®Ò«�©�ª ë � ��©W¯3¦��T*»ì�®×Ö���£¤���;����¦â¯3«�§����2¬�§eÝK���� �¡e«�©�ª��Tµa�@¯3©�ªT�±��������§�����©ÏµaÞ�������¯3¦���©%Ð��±��Ü
��µa«��� ±��©e�T����§��¥¯3«d �¡d���T��Ë·��µa�

λ
²

°���© � ��µa§�¦�������©E£�����Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªj¯3©EÞ��¥¯�%·����©W¯3¡d��©%ÌM©d���¥¯3©�É³��©%�����³¹�£d¯a���x���� �¡EÊ�����©d�����2©��� ¥¡k�2¯3«d��Ü
�� ¥¡�¦����EÖg¦��� �¡jÖ�§t����Ð��±��µa«��� ±�W!�µa©d�����¥¯3��©k���x¯3§�ªg����©�É³��©�¦â¯a������©p²e������������©d£��Tµa��¯3¦�¦���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©
«�©d£j£�������©8¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªT������ªT��¦I¹ � µg��������µa©d��¦�µaªg��Ë�«�©d£jÊ�����©d����������¦ÑÜ�§�É±Ý	²¤Ê�����©d��������Öd �ËT����ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò����©EÉ±«
©d��©�©d��©p²¤¬�¦�¦���£¤���±����¬�©¤®Yµa��£�����«�©�ªT��©Ï¯3©�£¤���;Ê�����©d����������©d£�©��� �¡k��ÜI¦���©d�³¯3���¶¤¯a �¡k�T����¡W¯3¦����	����¶e��©�©d��«�©¤Ü
�������±�VÉ±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£���©+«�����Þ���Ö�©�ªg¦��� ¥¡d��© á��¥¯3Þ�¡d��©��*µ·£���¦�¦��³²
°���©d�8Ý������������ � µa�¥¯3«d��������É±«�©�ªc£¤���±������ªT�±�¥¯3�¢����©¢ë"Ók«����g¯3¦���©�ÉC¯3��ªg«��*��©k�¥¯3����µa©Q�����*����©d�jªT��ÝV�������8È+µ3Ü
£¤«�¦â¯3�����¥¨3�	£����2Û�µg������©p²,Ê�² ¡p²,£¤����Û�µg������©�����©d�±�;Ê�����©d�����±�

j ∈ D ¹t£��±������© ¸�µaªT��©���©�É±��£���©�É±�T��Ëe��µa�¢£��±�É±«�� Ê�����©d����Õ�ËTµa�����±��Þtµa©d£¤��������©d£���© � ®I¯a£��±� � ®Òµa���¥¯3©*�����
χP
£���Ë·¦â¯3���������&ÝV����£(¹T�¼Öd������©����� �¡�¯3«d�K£���©

Û�µg������©c£����¼����©�É³��¦�©d��©�Ê�����©d������¦����*��©k���g¹�°���ªk¨3©�É±«�©�ªT�¥��¦����*��©k���g¹ � ����Ë·©kÖ�Þ¤®Ò«�©�ªT��©c«�©d£c£���©1¸��±�����¥¯�Ü
®Ò«�©�ªT��ËTµg������©�®ÒÖ���É±«�¦â¨a������ªT�V¬�§kÝ����� �¡k«�©�ªT��©8£�����¦���©d�³¯3����©�¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©�É±«d�¥¯3���*��©d������É³��©p²¤¶·������©*�����
ca
£¤���	Û�µg������©E£��±�x¸�µaªT��©d�

a = (i, j)
«�©d£Ï£��±��Øh����¦�Ë·©dµa����©

j
§t��É³���� ¥¡�©d���³¹W£d¯3©�©Ï�¼«d���VªT��¦�����© ¡

ωj = cTχP + dT+s
+(χP ) + dT−s

−(χP ) =
∑

e∈P
ce + dT s(χP )

ßøÖ���£¤���ß�¨3¦�¦��g¹W��©+£���©d��©+£d¯a��©��� �¡e��ªT��Ý�¨3¡���¦������������2ÝK����£���©+Ëg¯3©�©p¹W¦����Ô®Y������£d¯a�2Ú�Þ������¢«�� £��±��Ð(!V¶ �
È+µe£���¦�¦(©e«�������©d�;«�©k��������¶· �¡��¥¯3©�ËT�	®×Ö��x£d¯a��É±«�ªT��¡dÎa����ªT�¢È%��©�����������«�©�ªT��Þ���µa§�¦���� � Ð�Ì£!�°�æ�²
Ê;��©�©Ïµ3Ó,��©e§W¯3��ªg��¦��V��©Ï£¤���±�����@ßh¯3¦�¦I¹d£d¯a���>Õ��±£����xÊ�����©d���x����©d�;É±«�¦â¨a������ªT�	ÍOÎg��«�©�ª*£��±�xÐ(!V¶ � �����³¹d¯3§,���
ËT����©d�±��Ý���ªT��Õ��±£��%É±«�¦â¨a������ªT�+ÍpÎg��«�©�ª}£��±��Ð"!V¶ � ¹�£(² ¡p²�Õ��±£��������±����µa«��� ±��©e§t�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe��� � ®Y¯a£(¹�����©d���
É±«�¦â¨a������ªT��©�Ê�����©d���	��©e����Þ����� �¡e�³²�¶·µa�����2�����	����©�¦���«d �¡k����©d£(¹ø£d¯a���³¹h®I¯3¦�¦��	����© ËTµg������©�����©�����¯3¦����¼���±����µa«���Ü
 ±��©k§,�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe����� � ®Y¯a£(¹O£(² ¡p²p����©d��Ú�Þ�������¯3¦�¦�Îg��«�©�ª+£��±�	Ð(!V¶ � ¹#����©d��©�Þtµg���������T��© Øh����¦Ñ®×«�©�Ë·����µa©d��Ý������
¡W¯3�³¹hËT����©�Ê�����©d����������©d��ªk¯3�����T��©�Û�µg������© �&%·�������������³²hÊ����¼ªT��ªT��©kÝ�¨3������ªT��Ú�Þ�������¯3¦�¦�Îg��«�©�ªÏ£��±�;Ð�È+Í �
�����V��©E£¤���±�¥��©ÏßW¯3¦�¦#¯3¦���µ�¯3«d ¥¡EµaÞ�������¯3¦p®ÒÖ��x£d¯a�xÈ+Í � ²



ÅM�G�)��?°D;:���7��"íó=@?ÈÉ����F2+Æî�"!F? Æ(5a:IÆ°:�� ¾kº
¬�§t���2¯3«d �¡ ���Â«�©�ªgÖ�©d������ªT��©�ßW¯3¦�¦I¹(£(² ¡p²tÝK��©�© ����©�ËTµg������©�����©�����¯3¦����	���±�¥��µa«��� ±��©k§,�±�� �¡��¥¨3©�Ë·����� � ®I¯a£
����©d��©*©d��ªk¯3�����T��©8Øh����¦Ñ®×«�©�Ë·����µa©d��ÝK������¯3«¤®×Ý��������³¹gÝV��¦�¦d��¯3©*¬�«d���¥¯3ªT��©�Ö�§,���&£���©�¯3Ë·��«d��¦�¦���Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����
£��±�;Ð�È+Í � ��© ¸���É±«�ª8¯3«¤®K£d¯a�;È+Í � �����ÔÓ,��©p²,Ê2¯a�;£¤���±���*Îaªg¦��� �¡ ������ÝV����£E���Â®Yµa¦�ªT��©d£���© ¬�§d�� ¥¡�©������
§,��ÝV���±����©p²

Ì°{*{ ûÈüþýW¤ }^¥
ï�~>�îð�¥��u���ñ%('u�È���(�þÍ ýa¤

Ìl�>¦�����É±����©c¬�§d�� ¥¡�©������¼�����¼Ëe«���É�£d¯3��ªT��¦���ªg�Ý�µa��£���©p¹OÝ���¦� �¡d�j´O�± ¥¡�©���ËT��©�É±«���ÍpÎg����© £��±�¼È+Í � ¯3©¤Ü
ªT��Ý�¯3©d£¤�¼ÝK����£���©�«�©d£�Ý���¦� �¡d��Ð�µa¦�¦���£d¯3§,����£d¯a� � Ð�ÌG!�° � ��µa§�¦�����«�©d£ £d¯a�	Ð(!V¶ � ��Þ�����¦���©p²(°&�2�����
�������·�â¯3¦I¹t£d¯a�¥� Õ��±£��ÍpÎg��«�©�ªÏ£��±�;Ð�È+Í � ®ÒÖ��2����©d�����©�©k�Tµa¦�¦���È+��©�ªT� D ����©d�µa§,�����*¶· �¡��¥¯3©�ËT�®ÒÖ��2£d¯a�Ú�Þ������¢«�� £��±�	È+Í � ¦����Ô®Y�����³²pÊ2¯3§t���&�����2�����	����©�©k�Tµa¦�¦����È%��©�ªT� D ªT���*����©k�³¹#£d¯a���	£d¯a�	£d¯3É±«�ªT��¡dÎa���ÑÜªT�*Ð�È%Í � É±«�¦â¨a������ªT�*ÍOÎg��«�©�ªT��©1§,�±������É±�³¹(Ý�¯a�	��©�«�©d����������ËTµa©�Ëe��������©}¶eÉ³��©W¯3����µE£¤«��� ¥¡c��µaªT��©W¯3©�©e���
´p����Þ�Þ,����ÜMÊ�����©d�����^ë×§�É±Ý	² � ®I¯a£��$ìÔ¹W£¤���¢©k«��;����©

v ∈ VD
¯3§,£��± �ËT��©+«�©d£E��©dµa���*�¼Û�µg������©+�T����«����¥¯a ¥¡d��©p¹

É±ÝK���Ñ®Y��¦�¦�µg��ªT��Ý�¨3¡���¦������������������³²g¸������¥¯a �¡k����©�ÝV����©k«�©�£��±��¡W¯3¦�§�®Yµa¦�ªT��©d£��VÉ±«d����©W¯3©d£����K£¤«W¯3¦��V¦���©d�³¯3��� � ��µ3Ü
ªg�¥¯3���*� ¡

ëÒÐ�È+Í � ì
min ωTx ≥ ëÒÐ�Ê;Í � ì

max πT (
1 − Φl) + ωT l

�C² �³²
Φx =

1 �³² �³²
πTΦ ≤ ωT

x ≤ 1 − l
x ≥ 0

²

¬�©�ªT��©dµa���*��©�ÝV���K¡W¯3§t��©�©k«�©j����©d��µaÞ�������¯3¦���ÍpÎg��«�©�ª
x?
£��±�KÐ�È%Í � «�©d£

π?
£��±��Ð�Ê;Í � ��������������¦�©

ËTÎa©�©d��©p¹d£d¯3©�©Ïªg��¦���µ3Ó,��©e§W¯3�
z = ωTx? = πT? (

1 − Φl) + ωT l
²

ßW¯3¦�¦���®ÒÖ���£¤���±�¥�±�
π?
£d¯a� � Ð�Ì£!�° � ��µa§�¦�����ËT����©d��ÍOÎg��«�©�ª�§t�±������É±�³¹¤��µ¼Ý�¨3���

x?
¯3«d ¥¡ÏµaÞ�������¯3¦,®×Ö���£d¯a�

È+Í � ²
Ê����±��®Yµa¦�ªg�K£¤������Ë·�V¯3«d�K£�����Ê�«W¯3¦����¥¨3������¡d�±µa�����g¹·£d¯¢��©�£¤���±�¥��� ßW¯3¦�¦

π?
����©d��É±«�¦â¨a������ªT��ÍpÎg��«�©�ª�£��±��Ê�Í �

������«�©d£�£���©jªg¦����� ¥¡d��©%Øh����¦Ñ®×«�©�Ë·����µa©d��ÝK������ÝV���
x?
¯3«¤®×Ý��������³²¤È+¯3©�ËTÎa©�©k���	¯3©W¯3¦�µaª*¯3«d ¥¡�����������¦Ñ®Ò��£��±�

¶e����Þ�¦��&%d¯3¦�ªTµa������¡��¢«d��«�©d£1£����¼Ê��&Ád©�������µa©�£����	É±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£���©����±£¤«�É±����������©�Û�µg������©�¯3��ªg«��*��©¤Ü
����������©p²
ßøÖ��¢£���©1¯3©d£�������©p¹pÝ�µa¡�¦�Ý�¯3¡����¥ �¡d����©�¦��� �¡d������© ßh¯3¦�¦I¹(¦â¯a������©����� ¥¡������¢����¦Ñ®Ò������©d���

δ
ÜM´p�¥¯3©d��®Òµa����¯3����µa©

£�����Û�µg������©E£���©�©dµ· �¡%¬�«d���¥¯3ªT��©8«�©d£+¶· �¡��¥¯3©�ËT��©+ªT��ÝV��©�©d��©p²W¸������¥¯a �¡e�����������p£��±��¡W¯3¦�§8®Òµa¦�ªT��©d£��¢ß��¥¯�Ü
ªT�±������¦�¦�«�©�ª ¡

(δ − PRICE) ∃j ∈ D : (1 + δ)ωj − πT? Φ.j < 0

Õ ¨3¡�¦��	��¯3©�©k«�©
δ ∈ � +

����©�����¯3¦I¹O�¥µ8£d¯a���	£d¯a�
δ
Ü � Ð�ÌG!�° � ��µa§�¦����>ËT����©d�*ÍpÎg��«�©�ªÏ§t�±������É±�³¹,«�©d£

��������©Ï£��±��Õ�������������©
x? ∈

� |D| «�©d£ l ∈ {0, 1}|D| ÝV���;®Yµa¦�ªg�x£��&Ád©�������� ¡
(x?)i =

{
(x?)i, i ∈ D
0
�¥µa©d���

,
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(l)i =

{
li, i ∈ D
0
�¥µa©d���

.¸������¥¯a �¡e��������¯3©�Õ�����É±�x£¤���2§,����£���©j®Òµa¦�ªT��©d£���©
δ
ÜI���¥¯3©d��®Yµa����¯3������������©�Í � �³¹

ë
δ
ÜMÈ%Í � ì

min (1 + δ)ωTx ≥ ë
δ
ÜMÊ;Í � ì

max πT (
1 − Φl) + (1 + δ)cT l

�C² �³²
Φx =

1 �³² �³²
πTΦ ≤ (1 + δ)cT

x ≤ 1 − l
x ≥ 0,

£d¯3©�© ������¦�¦���©
x?
®ÒÖ��

δ
ÜMÈ+Í � «�©d£

π?
®×Ö��

δ
ÜMÊ;Í � Õ���Ý�����¦�������©d�8É±«�¦â¨a������ªT�ÏÍpÎg��«�©�ª £d¯3�³¹�®×Ö���£�������©

Øh����¦Ñ®Ò«�©�Ëe����µa©d��Ý��������¼¯3§,���V®Yµa¦�ªT��©d£��±�xªg��¦�� ¡
πT? (
1 − Φl) + (1 + δ)ωT l = πT? (

1 −Φl) + (1 + δ)ωT l

= πT? (
1 −Φl) + ωT l + δωT l

= z + δωT l

≥ z,

(1 + δ)ωTx? = (1 + δ)ωTx?

= (1 + δ)z.

¬�«d�¢£¤���±����©c§t����£���©�´#¯3���¥¯a ¥¡d��©c«�©d£ £����¼Ê�«W¯3¦����¥¨3������¡d�±µa������®ÒÖ��¢¦���©d�³¯3��� � ��µaªg�¥¯3���*�*®Yµa¦�ªg�¢©e«�©1®ÒÖ��
£���©EµaÞ�������¯3¦���© Øh����¦Ñ®×«�©�Ë·����µa©d��ÝK����� ¤

z?
�Tµa©

δ
ÜMÈ%Í � «�©d£

δ
ÜMÊ;Í � ®Yµa¦�ªT��©d£��	¬�§d�� �¡W¨3��É±«�©�ª ¡

(1 + δ)z ≥ z? ≥ z.Ê2¯x���� ¥¡¯3§,���#£d¯a�
δ
ÜMÈ+Í � «�©d£¼£d¯a�#È%Í � ©e«��ø£¤«��� ¥¡£¤���&¦���©d�³¯3����Øh����¦Ñ®Ò«�©�Ë·����µa©d�����¥¯3©d��®Yµa����¯3����µa©

(1+δ)«�©k�������¥ �¡d����£���©p¹,®Yµa¦�ªg�;©k«�©�«�©�����������¦�§W¯3�;®×Ö��;£���©1Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����
u
£��±�;È+Í � ����¦�§���ªT����¥¯3©d��®Yµa�������������

Ù�©�ªg¦����� �¡k«�©�ª
z ≥ u ≥ z

1 + δ
.

¶· �¡�¦����EÖg¦��� ¥¡E®ÒÖ�¡�����£¤���±�VÉ±«j®Yµa¦�ªT��©d£���©Eªg��«�©d£¤¦���ªT��©d£���©+¬�«d�¥�¥¯3ªT��© ¡

• z �����xµa§t�����¢¶· ¥¡��¥¯3©�ËT�	®ÒÖ��x£d¯a��Ú�Þ������¼«��à£��±�xÈ+Í � ²
• z

1+δ

�����«�©k�������E¶· �¡��¥¯3©�ËT��®ÒÖ���£d¯a��Ú�Þ������¼«��6£��±��È%Í � ¹ø«�©d£������K®Òµa���¥¯3©�������Ð(!V¶ � Ípµ³Ý����
¸�µa«�©d£8§,��É³���� �¡�©d���³²

• z
1+δ

�����x�¥µa������¯3«d �¡Ï«�©e�������¶· ¥¡��¥¯3©�ËT�2®ÒÖ��x£d¯a��Ú�Þ������¢«��Â£��±��¶ �@� ²�ò
¥ g�AD_=_=ADIó���KEG_kLPADIKC�ES_kL�L=OPEG�YESZwRSAXO=uoADEG_=A"^YsKOPF*H�^KEGA�EGI

Φ
ZwRS_�ãrADEGRGt�ZwL=OPE��åADI(LPH�Z[R�LPADIKAv�8EGIJHKADE�LP_=t�ZwL=OPE��0á�^YESA��]U[Ió^KADI?BAMOPADE�LP_NAMO=uoÝ[HJI(LPADIjãÛOPEGyJyBAMO=·ôg�EGADIK_kLPADIjEGIJ^KsJCMESAXO=LbuNE�O*^0áJT[ADT�AD?BAMIÛdõXg�ESAM_�?BAMOPsJH(LN^KZwO*Z[sY¦öáJ^JZw_=_�AD_�_=EGFXH¶?BADEGt�÷"ørc�sJt�AMESIKA�`bADRSZw�YEGAMOPsJIKTµ^KAM_bVKc8c�?KCDT�RßdJ^KAMObù�ZwIJCDCDZ[HJRGEGT�\�ADE�LP_=?BAz^KEGIK·T�sKIJT[ADIjHJZ[I�^YADR�LbsJI�^�?BADES^KA�÷jEGIKESt�EGAMOPsKIJT[_=yKOPU�?KRGADt�A�^JZÙOP_kLPADRGRGADIÛd



ÅM�G�)��?°D;:���7��"íó=@?ÈÉ����F2+Æî�"!F? Æ(5a:IÆ°:�� ¾ #
��{��&{*) ijUWLpS&P(` ] XTm&[&opUW[zmK[&n�ú�L#JIopUdRem&[�oOUW[
Ê����±�����	¬�§d�� �¡�©������	§,�±�� ¥¡W¨�®×����ªg�	���� ¥¡������2��¡d�±µa���������� ¥¡d��©c¬�«d���¥¯3ªT��©�Ö�§t���	£¤����Ð"!V¶ � Ípµ³Ý����¼¸�µa«�©d£(²
Øh«d��������Ëg¯3©�© ��¯3©}���� ¥¡}£¤����ßd�¥¯3ªT��������¦�¦���©p¹�µa§ £¤���±���Ï¶· ¥¡��¥¯3©�ËT�8§t��¦�����§���ª �� ¥¡�¦��± �¡e��������© Ëa¯3©�©p²�Ê2¯a�
®Yµa¦�ªT��©d£��E¸�������Þ�����¦��¥µa¦�¦�£¤���±��£����*µa©d��������������©p²�¶·����£d¯3É±« ®Yµa¦�ªT��©d£�����Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡ ������£���©
Ê�����©d������¦����*��©k����© � «�©d£ � ªT��ªT��§,��© ¡

1

1+M

2

30

1

1 0

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² #�¡ Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡+����� � °�¦����*��©e����©p²

Ê�����§t�����¥¯a ¥¡k�������EÊ�����©d�����*��©�ªT�
D
��©k��¡W¨3¦��*©e«��*£���©�Ê�����©d���³¹�£�����§,����£��j°�¦����*��©k���+¯3§W¯3��§t���������³²�Ìl©

£¤���±�����à�T��������©¤®Y¯a ¥¡k����©1¶eÉ³��©W¯3����µ��¥����É³��©%���� ¥¡%£¤���¢Û�µg������©�£��±��Ê�����©d�����±�;¯3«d���� �¡�¦����EÖg¦��� ¥¡�¯3«d��£���©%Û�µ3Ü
������© £����8��©k����Þ����± ¥¡d��©d£���© ¸�ÎaªT��© É±«d�¥¯3���*��©p²VÊ����±����¬�©�©W¯3¡��*��©Q®ÒÖ�¡�����©QÉ±«Q®Yµa¦�ªT��©d£���© ¦���©d�³¯3����©
� ��µaªg�¥¯3���*��© ¡

ëÒÐ�È%Í � ì ëÒÐ�Ê;Í � ì

min (M + 2)x1 max π1 + π2

�³² �³² (
1
1

)
x1 =

(
1
1

) �³² �³²
( π1 π2 )

(
1
1

)
≤M + 2

x1 ∈ [0, 1] π1, π2 ∈
�Ï²

Ê�����µ3Ó(��©d���� ¥¡k��¦��� �¡ µaÞ�������¯3¦��g¹øÝ�����¦�����©�É±��ªT�g¹øÍpÎg��«�©�ª £��±�Ð�È+Í � �����¢��©�£¤���±������ßW¯3¦�¦��
x1 = 1

¹ø£��±�
Õ�������������©������O�����

π1 = 0
«�©d£

π2 = M + 2
����©d�¼£¤«W¯3¦���Ú�Þ�������¯3¦�¦�Îg��«�©�ªjªT��ªT��§t��©p²(¶e����¦�¦�����¯3©+©k«�©

����������¦Ñ®Y��£¤���±�����£¤«W¯3¦���© � ¯3���â¯3§�¦���©�£d¯a�¬�!V¶ � È%µ·£���¦�¦K®×Ö��£d¯a� � Ð�Ì£!�° � ��µa§�¦���� ¯3«¤®�¹O��µ%����¡W¨3¦��
��¯3©E£���©+á;�¥¯3Þ�¡d��©Ï�����V®Yµa¦�ªT��©d£���©EÛ�µg������© ¡
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1

−M−1 0

2

30

1

−1

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² 0)¡ Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª�£��±� � Ð�ÌG!�°�Ü � ��µa§�¦����*�C²

Ù�©k�����Ï£����8¬�©�©W¯3¡��*�g¹V£d¯a�¥�j��© £¤���±�¥���B¸�������Þ�����¦ÊÕ��±£����
(0, 3)

Ü � ®I¯a£ É±« ����©d���=É±«�¦â¨a������ªT��©íÊ�����©d���
ËTµa�����±��Þ,µa©d£¤��������«�©d£

M
����©d�2§,��¦�����§���ª�ªg��µbÖT�¢Þtµg���������T�¼Ø,¯3¡�¦p�����³¹)Ád©d£�������¯3©+¯3¦��xÍOÎg��«�©�ª�£��±��Ð"!V¶ �

£���© � ®Y¯a£
(0, (0, 2), 2, (2, 3), 3)

������©d��ªk¯3�����T��©QÛ�µg������© −M − 1
²&Ê����%ÍpÎg��«�©�ªc£��±��É±«�ªT��¡dÎa����ªT��©

δ−PRICE � ��µa§�¦����*�±�������
δ = M + 1

¹k£d¯2���)®Òµa¦�ªT��©d£���©��*µe£¤�ÀÁdÉ±����������©Eá��¥¯3Þ�¡d��©�ËT����©
(0, 3)

Ü � ®I¯a£
�����x©d��ªk¯3�����T��©+Û�µg������©E�&%¤�������������³²

0 0

2

30

1

M+2

M(M+2)

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² ')¡ Ð"!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�£��±� � Ð�Ì£!�°�Ü � ��µa§�¦����*�������
δ
ÜI���¥¯3©d��®Yµa��������������©+Û�µg������©p²

Ê����±���±�
δ
¦����Ô®Y������£���© Õ������ M+2

1+M+1

¹�¯3¦���µ � ¹V¯3¦��jÐ"!V¶ � Ípµ³Ý����Ï¸�µa«�©d£(²V»;¯a �¡ ����©�É±«�©W¯3¡��*� £��±�
ªT�Ô®Ò«�©d£���©d��©%Ê�����©d�����±�V������£���� � ¯3���â¯3§�¦��

x2
����ªT��§,��©E���� �¡Ï®Òµa¦�ªT��©d£��2¦���©d�³¯3����© � ��µaªg�¥¯3���*� ¡

ëÒÐ�È+Í � ì ëÒÐ�Ê;Í � ì

min (M + 2)x1 + x2 max π1 + π2

�³² �³² (
1 0
1 1

)(
x1

x2

)
=

(
1
1

) �³² �³²
( π1 π2 )

(
1 0
1 1

)
≤
(
M + 2

1

)T

x1, x2 ∈ [0, 1] π1, π2 ∈
�E²



ÅM�G�)��?°D;:���7��"íó=@?ÈÉ����F2+Æî�"!F? Æ(5a:IÆ°:�� ¾ '
Ù��-£¤���±�¥�±�V¸�������Þ�����¦(É±«8§t�±��©d£���©p¹������,�����

π1 = M + 1
«�©d£

π2 = 1
£¤���	Ú�Þ�������¯3¦�¦�Îg��«�©�ª�£��±�VÐ�Ê;Í �

ªT��ªT��§,��©p²�Ê�«��� ¥¡Ï£¤���2»��� ¥¡k���&%¤��������©�É¢����©d�±��§�É±ªg¦I²�£����V���¥¯3©d��®Yµa��������������©EÛ�µg������©8©d��ªk¯3�����T��©
(0, 3)

� ®Y¯�Ü
£��±�V���@§,�����¥¯a �¡e��������© á;�¥¯3Þ�¡d��©p¹������x£¤���¼Ú�Þ�������¯3¦����¥¨3��£�����ÍpÎg��«�©�ª

x1 = 1
«�©d£

x2 = 0
ªT��É³����ªg�³²

0 0

2

30

1

−M

M

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² �³½)¡ Ð"!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�£��±� � Ð�Ì£!�° � ��µa§�¦����*�±�����������¥¯3©d��®Òµa��������������©+Û�µg������©p²

Ê;���Ú�Þ�������¯3¦�ÝK������£¤���±���±� � ®I¯a£¤Ö�§t����£��± ¥Ëe«�©�ªT��Þ���µa§�¦����*�������¼¯3¦���µÏ§,�����������¢£����¢Õ������
M + 2

²pÊ����±���±�
¸�������Þ�����¦x�T����£���«���¦��� ¥¡k�8£d¯3������É±«�������©d��©p¹&£d¯a���*£¤���EÐ"!V¶ � ÍpµCÝK���j¸�µa«�©d£ §t��¦�����§���ª �� �¡�¦��± ¥¡k�j������©
Ëg¯3©�©p¹#«�©d£ É±«�� ¯3©d£�������©p¹�£d¯a��� � ®I¯a£��g¹�£¤����É±«�É±«�¦â¨a������ªT��©�Ê�����©d������©�ËTµa�����±��Þ,µa©d£¤��������©}«�©d£ ©d��ªk¯�Ü
�����T�����±£¤«�É±����������Û�µg������©c¡W¯3§t��©p¹(©W¯a ¥¡c����©�É±«�©W¯3¡��*�*É±«��>Ð�È%Í � É±«�ËT����©d����± �¡k����© � ����§t�±�¥������«�©�ª
£��±��Ú�Þ�������¯3¦�Ý��������±��®×Ö�¡�����©Ï�¼Öd������©p²dÌl�@¬�¦�¦�ªT���*����©d��©%����©d£Ï£¤���¢ÌM©d���¥¯3©�É³��©+¯3«d��£�����Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ª
¯3«¤®Òªg��«�©d£E����©d�±��¡dµa¡d��©�¶M*·���*����������ªg�¥¯a£��±��£����¥¯3����£���ªT��©d�����������³²,°�������£¤���¼����©�É±«�©W¯3¡��*�¼�Tµa©%��µa¦� ¥¡d��©
Ê�����©d������©Eµa¡�©d�	�¥ �¡d����©k§W¯3��� � ����§t�±�¥������«�©�ª*Ëg¯3©�©ÏÉ±«�æ ªg«�����©�æW¬�!V¶ � Ípµ³Ý�����¸�µa«�©d£��V®ÒÖ�¡�����©p²

°���©d��ÝK�����������;É±«8£¤����Ë·«�����������©d£��;ß��¥¯3ªT�±������¦�¦�«�©�ª�¦â¯3«������³¹¤ÝV���;���� ¥¡�£¤���	¶· �¡��¥¯3©�ËT�;É±ÝV���¥ �¡d��©Ï£���©8����©�É³��¦ÑÜ
©d��©�ÌM�����¥¯3����µa©d��©�£����;!�µa¦�«���©*á;��©d���¥¯3����µa© � ¡W¯a���&�T����¡W¨3¦��³²a¬�«d ¥¡¼��©£¤���±�����ëË·¦�����©d��©¼¸�������Þ�����¦���É³��©W¯3����µ
©d��¡��*��© ÝV���	¯3©p¹(£d¯a���;��µ³Ý�µa¡�¦&¯3¦�¦���£d¯3��ªT�±������¦�¦�����© � ®I¯a£���É±«�¦â¨a������ª8����©d£(¹(¯3¦��2¯3«d �¡1£¤����Û�µg������©�����©d�±�
Ê�����©d�����±��£���©�Û�µg������©8£����K��� � ®I¯a£���©e��¡W¯3¦�����©d��©Ï¸�ÎaªT��©j��©d����Þ����± �¡d��©p²W¶·������©j£¤���g¹eÉ±«�®Yµa¦�ªT��©d£���©�Í � �
ËTµa�����±��Þ,µa©d£¤��������©d£���©p¹¤Ê�����©d������¯3¦���¶e�¥¯3�����*��©�ªT��«�©d£�£�����£d¯3É±«�ªT��¡dÎa����ªT��Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡jªT��ªT�ÔÜ
§,��© ¡

ëÒÐ�È+Í � ì ëÒÐ�Ê;Í � ì

min
(

200 100 200
)
x max πT

1

�³² �³²



1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


x =

1 �C² �³²
πT




1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ≤




200
100
200




x ∈ [0, 1]3 π ∈ � 4 ²
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1 2

0
5

100

100

3
50

100

4

0

0
0

0

200

10

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª � ² ����¡ Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡p²

Ê;����ªT��ªT��©eÝ�¨3������ªT��Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����8§,����£����jÍ � ¦�����ªg��§,���2º ½g½ ²V¶·���2¯3¦��8ÍpÎg��«�©�ª}£��±�jÐ�Ê;Í �
πopt =(

200 0 100 200
)T ªT��ªT��§,��©p¹d£d¯3©�©E����ªg��§������� ¥¡8®Yµa¦�ªT��©d£��±��Ð(!V¶ �(¡

1 2

0
5

3 4

0

0
0

0

50−200=−150

200−200=0

100−200=−100
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°�©d£���£��±��Ê�����©d�����±�&§t��É³���� ¥¡�©d���³¹T��©�Ë·¦�«d�����T�x£�����§,���dªT��������¦�����©�Ê�����©d������©j¯3«¤®×����������©d£���©�©��� �¡k��¯3¦��
� ¯3«d���¯3©����± �¡d��©k§W¯3����©�Ê�����©d����«�©e������§����± �¡e«�©�ªT��©p²(¬�«d ¥¡E¡��������&%¤��������������©Ï��©%£���� � �¥¯�%¤������������Ë·���
� µa��ªk¯3§,��©���©�¸���É±«�ª%¯3«¤®V£¤������¯�%·����¯3¦K����¦â¯3«�§�����¶· �¡��� ¥¡k��£d¯3«d���«�©d£�����©d��ÈE��©d£��±����¦â¨3©�ªT�g¹p£¤���
�±������©�É±«�¡W¯3¦�����©Eªg��¦��³²
Ìl�@����©�ªT�Ô®ÒÖ�¡�������©%Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©+ÝV����£8£d¯a�������x����¦Ñ®Y��®Yµa¦�ªT��©d£�����Ê2¯3����©Ï�*µ·£���¦�¦�������� ¡

st(v)
Ü�¶e�¥¯3����É³������£��±��Û;©dµa����©d�

v ∈ VD ∪ VE
et(v)

Ü&°�©d£¤É³������£��±�xÛ;©dµa����©d�
v ∈ VD ∪ VE

λSchichtzeitopt

Ü&µaÞ�������¯3¦���¶· �¡��� �¡e��É³������£��±��ËTµa��Þ�¦���������©%Ê�����©d�����±�
λSchichtzeitmax

Ü���¯�%¤����¯3¦��¶· ¥¡��� �¡k��É³�����;£��±�VËTµa��Þ�¦���������©+Ê�����©d�����±�
λSchichtzeitmin

Ü�����©�����¯3¦���¶· �¡��� �¡e��É³�����2£��±�VËTµa��Þ�¦���������©%Ê�����©d�����±�
ßøÖ�� Õ��±£���©�¸�µaªT��©

e = (u, v) ∈ A ÝV����£+©e«�©+�T*eÞd��Þt��É±�ÀÁW�� ¥¡�£¤���¼Ð��±����µa«��� ±� re, r ∈ � |A|+

®ÒÖ��
£¤���	¶· ¥¡��� �¡k��£d¯3«d����£��±��Ê�����©d�����±�V£��&Ád©��������³¹¤ÝKµa§,���,£¤���;Ìu£��±�g¹e£¤��� � ¯3�¥¯3�*��������£��±�xØh����¦�Ëe©dµa����©d�

v¯3«¤®�£���©E¸�µaªT��©
e
É±«8���¥¯3©d��®Òµa������������©p¹W«���ªT�±������É±�xÝV����£(²

r(u,v) =





et(v) − et(u)
¹
(u, v) ∈ AI ∪AII ∪AIII ∪AV

et(v) − st(v)
¹
(u, v) ∈ AIVB

0
¹
(u, v) ∈ AIVEÊ2¯a£¤«��� ¥¡�¦â¨a���������� �¡�£¤���x¶· �¡��� ¥¡k��£d¯3«d���&������ªT��ªT��§,��©d��©*Ê�����©d���¥¯3����ÞW¯3�¥¯3�*��������©�®Yµa¦�ªT��©d£�������¯ÖT��©

¯3¦���Ð��±����µa«��� ±��!�µa©d�����¥¯3��©k�x®Yµa���¢«�¦���������© ¡
rTx+ sSchichtzeit+ − sSchichtzeit− = λSchichtzeitopt

0 ≤ sSchichtzeit+ ≤ λSchichtzeitopt − λSchichtzeitmin

0 ≤ sSchichtzeit− ≤ λSchichtzeitmax − λSchichtzeitopt



º ã �a5+�@1e8F=@7â�)��?°D;:���7��©íU=@?ËÉ�����26Æî�"!�?�Æ°:��
	Þ132a:�8»562WAB=@2ÇÆW= :´� �@2�<
• ñ ü þeó#õ ÿ ZTþ ü ÿ
¬�¦���Ê�����©d����É³������ÝV����£+£¤���	ªT�±�¥¯3�¼����Øt��������ÞW¯3©�©d�¼�Tµa©�¸���ªg��©�©+£��±��Ê�����©d�����±��§�����É±«��à°�©d£��£��±�
Ê�����©d�����±�¼§,��É³���� �¡�©d���³¹ø�&%·Ë·¦�«d�����T��£����¼§t���KªT��������¦�����© Ê�����©d������©�¯3«¤®×����������©d£���© ©��� �¡e��¯3¦�� � ¯3«d���
¯3©����± ¥¡d��©k§W¯3����©QÊ�����©d����«�©k������§����± �¡e«�©�ªT��©p²KÊ2¯3�¥¯3«d�¼®Yµa¦�ªg�«�©�����������¦�§W¯3�³¹�£d¯a�¥�¼§,����É±«d�¥¯3���*��©¤Ü
¡W¨3©�ªT��©d£���©jÊ�����©d������©�£¤���±����¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©j¨bÓk«����g¯3¦���©k�KÉ±«�£���©d��©�£�����¶· ¥¡��� �¡e��£d¯3«d����«�©d£���µa�����
���±£¤«�©d£d¯3©e�����©d£(²O¬�©d£�����©¤®Y¯3¦�¦��¼����ªg��§��¼���� ¥¡1�����	ªT��ªT��§,��©d��© � ¯3�¥¯3�*��������©�«�©d£ ©W¯a �¡}¯3©W¯3¦�µaªT���
� µa��ªT��¡d��©d��ÝK�������¢®Òµa¦�ªT��©d£��¢Ð��±��µa«��� ±��!�µa©d�����¥¯3��©e�x®ÒÖ��x£¤���	Ê�����©d����£d¯3«d��� ¡

r(u,v) =





et(v) − et(u)
¹
(u, v) ∈ AI ∪AII ∪AIII

et(v) − st(v)
¹
(u, v) ∈ AIVB

0
¹
(u, v) ∈ AIVE ∪AV

λDienstzeitopt

Ü&µaÞ�������¯3¦��¢Ê�����©d����É³������£��±�VËTµa��Þ�¦���������©%Ê�����©d�����±�
λDienstzeitmax

Ü���¯�%¤����¯3¦��	Ê�����©d����É³������£��±�xËTµa��Þ�¦���������©+Ê�����©d�����±�
λDienstzeitmin

Ü�����©�����¯3¦��¢Ê�����©d����É³������£��±�VËTµa��Þ�¦���������©%Ê�����©d�����±�

rTx+ sDienstzeit+ − sDienstzeit− = λDienstzeitopt

0 ≤ sDienstzeit+ ≤ λDienstzeitopt − λDienstzeitmin

0 ≤ sDienstzeit− ≤ λDienstzeitmax − λDienstzeitopt

• � þkõ³òj� ÿ ý×þeó#ô�ZTþ ü ÿ
Ìl© £�����ÍO��©�ËeÉ³�������T����µa��£¤©e«�©�ª �&%·��������������© Ð��±��������Ë·����µa©d��© ®ÒÖ��*£¤���+á;�±� ¯3�¢��¦���©�Ë·É³�����³¹&£¤���E��§,��©¤Ü
®I¯3¦�¦��V¯3¦�������©�����¯3¦��g¹·µaÞ�������¯3¦���«�©d£���¯�%¤����¯3¦���¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©8ªT�Ô®I¯a�����KÝK����£���©8ËTÎa©�©d��©p²¤��������§,���
�¥���K®ÒÖ��6Õ��±£���©}Û;©dµa����©

v ∈ VD ∪ VE
�����

lzv
£¤���8Íp��©�Ë·É³�����*£��±��Ê�����©d������¦����*��©k���±��§t��É³���� ¥¡¤Ü

©d���³¹ø£¤�����������e�â¯3¦�����Ý���������®×Ö��
v ∈ VH

»�«�¦�¦KªT�±������É±�¼ÝV����£(²øßøÖ���Õ��±£���©c¸�µaªT��©
e = (u, v) ∈ A��©e����Þ����� �¡e��£d¯3������£¤���	Ð��±���¥µa«��� ±�

re, r ∈
� |A|

+

¹�£¤���	£¤���¢á;�±�¥¯3�¼��¦���©�ËeÉ³�������*µe£���¦�¦��������³¹
lzv
²

λLenkzeitopt

Ü&µaÞ�������¯3¦��á;�±�¥¯3�¼��¦���©�ËeÉ³������£��±�VËTµa��Þ�¦���������©%Ê�����©d�����±�
λLenkzeitmax

Ü���¯�%·����¯3¦���á;�±�¥¯3�¢��¦���©�Ë·É³������£��±�xËTµa��Þ�¦���������©%Ê�����©d�����±�
λLenkzeitmin

Ü�����©�����¯3¦��á;�±�¥¯3�¼��¦���©�ËeÉ³������£��±�VËTµa��Þ�¦���������©%Ê�����©d�����±�

rTx+ sLenkzeit+ − sLenkzeit− = λLenkzeitopt

0 ≤ sLenkzeit+ ≤ λLenkzeitopt − λLenkzeitmin

0 ≤ sLenkzeit− ≤ λLenkzeitmax − λLenkzeitopt

Ìl�@¬�¦�¦�ªT���*����©d��©+����©d£8£¤���±�x£¤���	°���ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò����©p¹W£¤���¢¯3¦�¦��	Ìl©d���¥¯3©�É³��©%¯3«d��£����+_ � » � Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ª
ªT���*����©¡W¯3§t��©p²�ÌM� ¶eÞt��É±����¦�¦���©¼Ëa¯3©�©¼©W¯3��Ö���¦��� �¡�£¤���±�����#Û�µa��Þ�¦��&%¼����ÝK������������Ý�����£���©p¹���µ3®Y����©¼�±�#���� �¡¼«��
¦���©d�³¯3����«�©d£ ����©d£���«�����ªE£���© ¸�ÎaªT��© É±«����± �¡d��©e§W¯3���j¶¤¯a ¥¡k�T����¡W¯3¦����*¡W¯3©d£���¦��³²(¬���§,��������É³�����³¹ � ¯3«d�¥��©�É³�����
µ·£�����§t��ÉC¯3¡�¦�����Øt����������©d£6Õ��±£�µ· �¡*��µ;�*��������©��� �¡k�K����©�©k�Tµa¦�¦dÉ±«��*µ·£���¦�¦���������©p¹k£d¯;��§,��©*£¤���±����Øh«dµa��£¤©e«�©�ª
©��� �¡e��ªT������µ3Ó(��©ÏÝK����£���©%Ëa¯3©�©p²
Ê2¯a� � ��µa§�¦����à�����V¡�������§t���(�Tµa��¯3¦�¦����Ï¹d£d¯a���VÉ±Ý�¯3��£¤���2�*Îaªg¦��� �¡d� � ¯3«d�¥��©�É³����������©d�±��Û;©dµa����©d��§�É±Ý	²�£¤���
Ù�©k������§����± �¡e«�©�ªT��É³����������©d�±��¸�µaªT��©d��®Ò�±����������¡d��©p¹aµa§*�����FÕ��±£�µ· �¡�ÝV����Ë·¦��� �¡�¯3¦�� � ¯3«d���x¯3©����± ¥¡d��©k§W¯3������©d£(¹



�)�À�,��?°D;:���	x� ÆW=@7�7�1X	 � �@2O< º #
¡W¨3©�ªg�x�Tµa©E£�����ªT�±�¥¯3�¢����©+¶e����«�Ë·��«���£��±��Ê�����©d����������¦��±��¯3§p²
¶·µa������Ëa¯3©�©���¯3©p¹·£d¯¢��µCÝKµa¡�¦(£¤����¬���§,��������É³�����V¯3¦���¯3«d ¥¡8£¤����§,��ÉC¯3¡�¦����;Øt�����V����©d�±��Ê�����©d�����±��¯3§�¡W¨3©�ªg��ª
�Tµa©8£�����¯3©�ªT�����± ¥¡�©d������© � ¯3«d����©�É³�����x£��±��Ê�����©d�����±������©d£(¹$Õ���©d��Ð��±��������Ë·����µa©d��©��Tµa����������©��� ¥¡k�x����®ÒÖ�¦�¦���©p²
°���©d�¢�*Îaªg¦��� �¡d� � µa��ªT��¡d��©d��ÝK�������ÝV����£E���@©W¨a �¡d������©�¬�§d�� �¡�©��������Tµa��ªT�±������¦�¦��³¹h£d¯3É±«%�¢«d���@Õ��±£�µ· �¡+£d¯a�
� ¯3«d����©�����ªT��¦�ÝK����ËE�&%¤Þ�¦���É±��������©�ªT�Ô®ÒÖ�¡�����Ý�����£���©p²



º 0 �a5+�@1e8F=@7â�)��?°D;:���7��©íU=@?ËÉ�����26Æî�"!�?�Æ°:��
	Þ132a:�8»562WAB=@2ÇÆW= :´� �@2�<
{�{£¢ ûÈ~;�Y�µ�°��~>�B�����(~;� ��~>�È¤×�(�u��~;���9~;�(~;�������(~;�

È�¯3©+Ëg¯3©�© £¤����È%��©�ªT��£����;É±«�¦â¨a������ªT��©�Ê�����©d�����©W¯a ¥¡1Ê�����©d���¥¯3������© «�©k������������¦���©p¹(ÝV������© ¬�§�§���¦�£¤«�©�ª
¾d² � ¯3� ¸�������Þ�����¦x£d¯3��ªT�±������¦�¦��³¹&«�©d£}��µ%®×Ö��WÕ��±£��8Ê�����©d���¥¯3���*����© Ð(!V¶ � ¹�¯3¦���Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª1£��±� � Ð�ÌMÜ
!�° � ��µa§�¦����*�±�j®ÒÖ��j£¤���±����Ê�����©d���¥¯3���³¹�¯3«¤®Y������¦�¦���©ÎëÒ������¡d��¬�§�§���¦�£¤«�©�ª}¾d² � ìE²�Ê����±����Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©
«�©k�������¥ �¡d����£���©E���� ¥¡��Tµa�V¯3¦�¦�����£¤«��� �¡8£¤����Ð��±��µa«��� ±�a!�µa©d�����¥¯3��©k���C¹¤��©�£���©d��©j���� �¡8£¤����£¤����©d���¥¯3������Þ,��É±�ÑÜ
ÁW�� ¥¡d��© � ¯3�¥¯3�*�������³¹p£¤������Â¦�����É±����©�¬�§d�¥ �¡�©������	����¦â¨3«��������2ÝKµa��£���©p¹,ÝV���±£�������Þ�����ªT��¦�©p²p¬�§,���2¯3«d �¡ £¤���
¸�µaªT��©��*��©�ªT�¢£��±��É±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£���©+Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©�Ëa¯3©�©8�Tµa©EÊ�����©d���¥¯3����É±«EÊ�����©d���¥¯3���
¯3§kÝ����� �¡d��©p¹,£d¯�£¤���	Ê;�&Ád©�������µa©E£���� � ����Ë·©kÖ�Þ¤®Ò«�©�ªT��©%��§,��©¤®I¯3¦�¦��x£¤����©d���¥¯3������Þ,��É±�ÀÁW�� �¡%�����³²

TZD

GD

ZD

Dienstmenge

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª ¾d² ��¡ � ¯3����������µa©í£�����É±«�¦â¨a������ªT��© � ®I¯a£ / Ê�����©d�����*��©�ªT�+��© ªT��������¦����g¹�É±«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT��©d£��
«�©d£Ï´#����¦�É³������£¤����©d�����g²

TZD ZD

GD

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª*¾d² �)¡ Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©E£���������©�É³��¦�©d��©%Ê�����©d���¥¯3������©p²



�)���»��?+=@7�5¶�613=@?P��2� Ê=@2ËÆW=@? �B5��;:�=@2+?+=+ Ê=@7���2� Ê=@2 º '
¸������± �¡�©d�����¯3©�©k«�©1®×Ö��(Õ��±£���Ê�����©d���¥¯3���¼ªT����¨ÖëÛ	¯3Þ�������¦ � ����©

δ
«�©d£c����©d�*£d¯3É±«�ªT��¡dÎa����ªT��Ð"!V¶ �

ÍpµCÝK���8¸�µa«�©d£(¹&��µ1¦����Ô®Ò������£d¯a��È�¯�%·���¼«���¯3¦�¦����j����©d�Ïªg¦�µa§W¯3¦��g¹�£(² ¡p²�®ÒÖ���£¤���EªT�±�¥¯3�¢���+Ê�����©d�����*��©¤Ü
ªT�*ªgÖ�¦�����ªT�g¹#Ð(!V¶ � ÍOµ³ÝK����¸�µa«�©d£ ®ÒÖ��¼£d¯a�¼È%Í � ²øÙ���¯3§,���¼£¤���*«�©k�������8¶· �¡��¥¯3©�ËT�uÕ��±£����¼����©�É³��¦�©d��©
Ê�����©d���¥¯3����ÜMÐ���¦â¯�%¤������«�©�ª�É±«8�T����§,�±��������©p¹d¡���¦Ñ®×��®Yµa¦�ªT��©d£��¢Ìu£��±�;ÝK��������� ¡
Ê����jÈ%��©�ªT�j£�����Ê�����©d�����j����©d����Ê�����©d���¥¯3����ÝV����£�Ý�����������«�©k������������¦���§�É±Ý	²øÖ�§t����£��± ¥Ëe�*£¤«��� ¥¡ ¯3©d£������
����©�©e�Tµa¦�¦p �¡W¯3�¥¯3Ë·����������������§W¯3���	È+��©�ªT��©p¹¤ÝV������©8¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�¾d² � £����*µa©d�������������³²dÊ����±���±� � µa��ªT��¡d��©8ÝV����£
¯3©�¡W¯3©d£Ï£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©���©Ï£¤���±������¬�§d�� ¥¡�©������x�Tµa��ªT�±������¦�¦��³²
¬�©�ªT��©dµa���*��©}��¯3©c¡W¯3��£¤����È%��©�ªT� D £����¼É±«�¦â¨a�¥����ªT��©}Ê�����©d������������Û�µg������©k�T��Ë·��µa� ω ∈ � |D| É±«����©d���	ªT��ªT��§,��©d��©1Ê�����©d���¥¯3���2�����	£���©1È+��©�ªT��©

Mi
®ÒÖ��

i = 0, 1, . . . , k
ËTµa��Þ�¦������	Ö�§t����£��± ¥Ëe�³¹O£d¯3©�©

®Yµa¦�ªg���������·�â¯3¦�����ÝK�����¥�g¹(£d¯a���;£d¯a��È%��©����¢«�� Ö�§,���	¯3¦�¦���°�¦����*��©k����£¤���±�����2È+��©�ªT��©�Ëe¦�����©d���2µ·£�����ªg¦����� ¥¡
£�����È%��©����¢«���®×Ö��x£¤���2��Þ,��É±����¦�¦��	Ê�����©d���¥¯3���x�����³²�Ê;¯3������������¦�¦��

min

x∈
kS
i=0

Mi

ωTx

����©d�	Ð���¦â¯�%·������«�©�ª�£��±������ªT��©k��¦��� �¡d��© � ��µa§�¦����*�

min
x∈D

ωTx

£d¯3�³²

GD

1
2

3

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�¾d² �)¡ °���©d�K©��� �¡e��£¤���²Õu«�©�Ë·���CØ�§t����£��± ¥Ëe«�©�ªT��©�£�����Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª�®ÒÖ��OªT��������¦�����Ê�����©d�����
§�É±ªg¦I²d£¤���������x«�©e�������� �¡����±£¤¦��� ¥¡d��� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªg����¦â¯�%¤������«�©�ªT��©p²

°���ÝV����£8©k«�©E£���«���¦��� ¥¡p¹WÝ�¯3��«���ÝV���x£¤���±���¢È%µ·£���¦�¦�������«�©�ª�«�©d£Ï£d¯a��ÍpÎg����©Ï����������¦Ñ®Y�;�Tµa©EÌ � Üu¶·µa¦��T����©
ªT��Ý�¨3¡�¦���¡W¯3§,��©p²T¬�«¤®(£����K����©d��©j¶·�������x�����&�±�&£���� � µa��������¦h£����K�� �¡�©d��¦�¦���©�È%µ·£¤�ÀÁdËa¯3����µa©�£����&È+��©�ªT�x£����
Ð��±�¥µa«��� ±�+!�µa©d�����¥¯3��©k���C¹e¯3«¤®(£����K¯3©d£�������©�£¤���xÈ+Îaªg¦��� �¡�ËT�����³¹k©��� �¡e�K¦���©d�³¯3���VËTµa��Þ�¦��&%���Øh«d� ¯3���*��©�¡W¨3©¤Ü
ªT�	£¤«��� ¥¡Ï¦���©d�³¯3���	¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©%É±«8����¦â¯�%¤��������©p²
Ìl©�©d����¡W¯3¦�§��Tµa©*Ê�����©d����������¦���©�ÝV����£�£¤«��� �¡�ªT�±������É±¦��� ¥¡d�V«�©d£��¥¯3���À¿d�� �¡d� � µa��ªk¯3§,��©�®Y�±����ªT��¦���ªg�³¹3��©kÝV����ÝK�����
Ê�����©d����«�©k������§����± ¥¡k«�©�ªT��©Ï¯3¦�� � ¯3«d������� ¶e��©�©d�x£��±��¬���§t������É³������ªT�±�¥����É³�±��«�©d£�£�����Íp��©�Ë·É³�������T����µa��£¤©k«�©�ª
¯3©d����Ëg¯3©�©k��Ý�����£���©p²WÊ2¯3É±«E��������©j®Yµa¦�ªT��©d£��¢¯3«¤®Ò����������©d£��¢¬�������©8�Tµa© � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��© ��Þt��É±�ÀÁdÉ±������� ¡

• � þ ü óOþ � òd÷#õ³þeó#òdó�
3þ��b�øó(÷#ó#ö�§,�±£���«������³¹g£d¯a�����±��É±«�ËT����©d����¬�©����± ¥¡�©k«�©�ª¢�Tµa©*Ù�©k������§����± ¥¡k«�©¤ÜªT��©�¯3¦�� � ¯3«d���xËTµa���¼�³¹k��µa�����K¯3¦��¥µ2§t������Þ�����¦���ÝV���±���V©e«��K£¤���V��¯�%¤����¯3¦���¬���§t��������Üp§�É±Ý	²kÍp��©�Ë·É³�����
Þ���µ�Ê�����©d����������¦O����©�ªT��¡W¯3¦�����©EÝ�����£���©E�¢«d�¥�³²



ãg½ �a5+�@1e8F=@7â�)��?°D;:���7��©íU=@?ËÉ�����26Æî�"!�?�Æ°:��
	Þ132a:�8»562WAB=@2ÇÆW= :´� �@2�<
• N�ýß����ô . òd÷#õ³þeóÐ� ü ÿ Qlþkõ ÿ þM
 g ó�ZTòj�øýWl��tóëó�� ÿ L¼þeó�� ü öhþeóËN�ý����ôhþeóQ����©d£ É±«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©¤ÜªT��©d£�� � ¯3«d����©p¹�£¤���E��©Q¬�©�ÉC¯3¡�¦;£�����¸�¦�Î· �ËT�%«�©d£ È%��©d£��±����£d¯3«d����Õ��%¸�¦�µe ¥Ë}���± �¡k��¦��� ¥¡ �Tµa��ªT�ÔÜ
�¥ �¡�������§,��©cÉ±«cªT��Ý�¨3¡�����©}����©d£(²O¬�«»ÖT����£������&%·��������������© ��µaªT��©W¯3©�©k��������©�����¯3¦���«�©d£���¯�%¤����¯3¦��
¬���§,��������É³������®Ò��©d�������x�Tµa�x«�©d£j©W¯a �¡+£����ÇÕ���ÝK����¦���ªT��©+¯3©�ªT�����± ¥¡�©d������© � ¯3«d����©e§�¦�µe ¥Ët²

• � ÷�� ÿCü þeó ÿ þeó�
3þköWþ·ýÒ÷#ó#öWþ·ó}����©d£+¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©p¹,£¤���£d¯a� � ����¡W¨3¦���©����;É±ÝV���¥ �¡d��© ¬���§,��������Ü�§�É±Ý	²ÍO��©�ËeÉ³�����2«�©d£+£����¢¶e«����*��¯3¦�¦����	¯3©�ªT�����± ¥¡�©d������© � ¯3«d�¥��©+����ªT��¦�©p²(Ìl©�£���� � �¥¯�%¤���2��Þ�����¦���©+¡������
�Y/ ºc«�©d£ �Y/aã Ð���ªT��¦�© Þ���µ�Ê�����©d����������¦;����©d��Ð�µa¦�¦��g²K¬�«d �¡Q®ÒÖ���£¤���±���+Ð���ªT��¦�© �&%¤��������������© ��µaªd²
����©�����¯3¦��«�©d£+��¯�%¤����¯3¦��¼¬���§t��������É³������®Ò��©d���������Tµa�;«�©d£E©W¯a ¥¡ £����rÕ���ÝK����¦���ªT��©�¯3©�ªT�����± �¡�©d������©
� ¯3«d����©e§�¦�µe ¥Ët²

Ìl©%£����;Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªÏ£��±�a_ � » � ����©d£Ï®Yµa¦�ªT��©d£��¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªT�¥¯3������©�����©d���2Ê�����©d����«�©k������§����± ¥¡k«�©�ª
�*Îaªg¦��� �¡ ¡

• \ � ÿ Lþeó�� ü ö �FZ�L¹¸��P��ý ü öhò ÿ ��
 ü õ	��K¹ø£(² ¡p²ø£¤����Ê�����©d����«�©k������§����± ¥¡k«�©�ª ÝV����£}¯3¦��¼©dµa�lÝK��©d£¤��ªT�� ¯3«d���¢§t�����¥¯a ¥¡k������«�©d£%¯3©�ªT�����± �¡�©d���³²

• � .OÿCü �tóOòdýu¹�£(² ¡p²d£¤���	Ù�©k������§����± ¥¡k«�©�ªjÝV����£Ï¯3¦��x©��� ¥¡k��©dµa�MÝK��©d£¤��ªT� � ¯3«d���2§,�����¥¯a �¡k�����³²

• \Ïü �b� ÿ òdó#öWþM
�þM��øóOþ ÿ ¹e£(² ¡p²·£¤����Ê�����©d����«�©e������§����± �¡e«�©�ª�ÝV����£(¹eÝK��©�©8¯3«d �¡��*Îaªg¦��� �¡d����ÝK�����¥�	¯3©¤Ü���± ¥¡d��©k§W¯3�³¹h©��� �¡e��¯3¦�� � ¯3«d���	§,��ÝK���������³²

Ê�����Ð���¦����g¯3©�É�£¤���±�¥����¬�©����± �¡�©e«�©�ªT�¥¯3������©��¥���·Ë·«���ÉV¯3©�¡W¯3©d£�£�����°���©¤ÜM¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª¢®×Ö���Ê�����©¤Ü
�����g¹h£¤���¼¯3«d������©d���ÂÊ�����©d����������¦ø§t�±������¡d��©p¹W����¦â¨3«��������³²tÕ Ö���£��¢��¯3©%§,������Þ�����¦���Ý��������¼ªg¦����� �¡+É±«%¸���ªg��©�©
£��±��Ê�����©d�����±������©d�8Ê�����©d����«�©k������§����± ¥¡k«�©�ª}¯3¦�� � ¯3«d�¥�Ï¯3©����± �¡�©d��©p¹���µ+Ý�¨3���8£d¯a��¬���§,��������É³������®Y��©d�������
�Tµa�x£����x����������©Ï¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d���	�� ¥¡�¦��± �¡k�;¯3«d��ªT��©k«���É±�³¹d«�©d£8£d¯a��®Òµa¦�ªT��©d£��¢¬���§,��������É³������®Y��©d�������VÝVÖ���£��2£¤���
ªT�±�¥¯3�¼���2Ê�����©d����������¦�£d¯3«d���V«�©d£��¥µa������£¤����ªT�±�¥¯3�¼���2Ê�����©d����¦â¨3©�ªT�;§t�±�¥ �¡��¥¨3©�ËT��©p²�Ìl©�£¤���±������ßW¯3¦�¦(Ý�¨3���
�±��¯3¦���µE����©�©e�Tµa¦�¦I¹#£¤���±�¥��Ù�©k������§����± �¡e«�©�ª1¯3¦��¼µaÞ�����µa©W¯3¦�µ·£����¢©��� �¡e�¥¯3©�ªT�����± �¡�©d���*É±«c§t�����¥¯a ¥¡k����©p²�Ê;���
Ù�©k�������� ¥¡����±£%É±ÝV���¥ �¡d��©�£¤���±����©E§,����£���©E§,�±������¡k��£d¯3����©p¹h£d¯a�¥�x§,���#µaÞ�����µa©W¯3¦����;¬�©����± ¥¡�©k«�©�ª8£¤���¢«�©e«�©¤Ü
������§���µ· �¡d��©d�8¬���§t��������É³������É±ÝV���� ¥¡d��©�É±ÝK��� � ¯3«d����© ¯3«¤®�»�«�¦�¦�ªT�±������É±�ÝV����£(¹øÝ�¨3¡�����©d£}������§,����»��� �¡e�
¬�©����± �¡�©k«�©�ª�®Yµa����ªT�±�� �¡�������§,��©ÏÝV����£(²
È%���O����¦Ñ®Y�&£¤���±�¥�±�OÐ���ªT��¦�Ý�����ËT�±�øËa¯3©�©	©e«�©£¤����Ú�Þ�������������«�©�ª�£���©¸��±£¤Ö���®×©������¥��©¼��©k����Þ����± �¡d��©d£�Ê�����©d�����
§���¦�£���© «�©d£ ¯3§d�� �¡�¦����EÖT��©d£c£¤����Û�µa�¢§���©W¯3����µa©c�Tµa© � ¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©d£�¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªT�¥¯3���¼É±����¦�ªT������ �¡k�����
Ý�¨3¡�¦���©p²
»;¯a �¡ £¤���±������°���©¤®×Ö�¡���«�©�ª £��±� � ¯3«d����©�����ªT��¦�ÝK����ËT�±�8��µa¦�¦���© ©k«�© È+Îaªg¦��� �¡�ËT��������©Q�Tµa��ªT������¦�¦��*Ý�����£���©p¹
£¤���±���2Ð��±��������Ëe����µa©d��©%£¤«��� �¡E����¦â¯�%¤���������	Ð��±��µa«��� ±�u!�µa©d�����¥¯3��©e���x��©E£d¯a�xÈ+µ·£���¦�¦(É±«Ï��©k����ªg����������©p²
Ê2¯a� � ��µa§�¦����à¦�����ªg��£d¯3����©p¹d£d¯a�¥�x��¯3©%¯�Þ�����µa���#©��� �¡e��ÝK���hÖd¹tµa§E£¤���	Ê�����©d����«�©e������§����± �¡e«�©�ªE¯3¦�� � ¯3«d���
¯3©�ªT�����± �¡�©d���KÝV����£�µe£�����©��� �¡e�³²TÊ;�±��¡W¯3¦�§�Ëg¯3©�©��¯3©p¹g£d¯�£¤���V¬���§t��������É³�����ø�Tµa©*£�����ªT��Ý�¨3¡�������© � ¯3«d�¥��©¤Ü
É³�����K¯3§�¡W¨3©�ªg�³¹·¯3«d �¡*ËT����©d�x®×Ö��9Õ��±£���©�Ê�����©d���&�&%d¯3Ëe����Øh«dµa��£¤©e«�©�ª¼É±ÝV���¥ �¡d��©�¸�µaªT��©*§�É±Ý	²kÛ;©dµa����©*«�©d£
�¥¯3���¥¨a ¥¡�¦��� �¡d����¬���§,��������É³�����������ÔÓ(��©p²TÊ����±��¦�Îg���&��¯3©*�����&����¦Ñ®Ò���Tµa©*§,��Ëg¯3©�©k����©�É±«�¦â¨a�¥����ªT��©�Ìl©k�������g¯3¦�¦���©p²
¶·���d£d¯3É±«�®ÒÖ��9Õ��±£���©*¸�µaªT��©

(i, j) ∈ A £��±�&Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©�®Òµa¦�ªT��©d£���ÌM©¤®Yµa����¯3����µa©�¯3§�¡W¨3©�ªg��ª�Tµa©E£����>Õ���ÝK����¦���ªT��©+¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªT�¥¯3����ªT��ªT��§t��© ¡



�)���»��?+=@7�5¶�613=@?P��2� Ê=@2ËÆW=@? �B5��;:�=@2+?+=+ Ê=@7���2� Ê=@2 ã)�
Ü ����©�����¯3¦��¼¯3©����± ¥¡d��©k§W¯3��� � ¯3«d����©�É³�����

(bmin)(i,j) ∈ �
Ü ��¯�%·����¯3¦��¼¯3©����± �¡d��©k§W¯3��� � ¯3«d����©�É³�����

(bmax)(i,j) ∈ �
Ü ����©�����¯3¦��¼¯3©����± ¥¡d��©k§W¯3���¬���§,��������É³�����

(wmin)(i,j) ∈ �
Ü ��¯�%·����¯3¦��¼¯3©����± �¡d��©k§W¯3����¬���§t��������É³�����

(wmax)(i,j) ∈ � ²

Ê2¯3©�© ªg��¦���®ÒÖ���£¤���8�¥¯3���¥¨a ¥¡�¦��� �¡d� � ¯3«d�¥��©�É³����������©d�±��¸�µaªT��©d�
0 ≤ b(i,j) ≤ (bmax)(i,j)

«�©d£�®ÒÖ��*£¤���
�¥¯3���¥¨a ¥¡�¦��� �¡d�¬���§,��������É³�����x����©d�±��¸�µaªT��©d�

(wmin)(i,j) ≤ w(i,j) ≤ (wmax)(i,j)
²

Õ���¦� �¡d�	Õ��������;®×Ö��V£¤���;É±«�¦â¨a������ªT��©EÌM©e�������a¯3¦�¦��	ªT��Ý�¨3¡�¦��xÝ�����£���©Ï�����VÞ���µa§�¦����*��Þ,��É±�ÀÁW�� �¡EÉ±«Ï��������������¦�©p²
ßøÖ��ø£¤����§,�����¥¯a �¡e��������©*ÌM©d���¥¯3©�É³��©�ÝV«���£��V¯3¦��ø��¯�%·����¯3¦���¬���§t��������É³�����ø����©d�±��¸�µaªT��©d��£¤����Ê;¯3«d���ø«�©d£�¯3¦��
����©�����¯3¦��¬���§,��������É³������£¤���¼Ê2¯3«d���;¯3§�É±Ö�ªg¦��� ¥¡+£�������¯�%·����¯3¦���© ¯3©����± �¡d��©e§W¯3����© � ¯3«d����©�É³�����;ªT��Ý�¨3¡�¦��³²
Ê����	Õ��������£��±��°�¦����*��©k���±�

j
ÝK����£���©�£d¯3§t����¯3«¤®&£���©%¸�µaªT��©

(i, j)
���¥¯3©d��®Yµa�����������³¹tÝV���	§,���ø¯3©d£�������©

� ¯3�¥¯3�*��������©%§,�����������V�Tµa��ªT�±������¦�¦��³¹#²
Ú�§E£d¯a��É±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£��¼È+����Ëe��¯3¦ø£¤���±�VÉ±«�¦â¨a�����³¹d�¢«d���@Õ��±£�µ· �¡+��Þt��É±����¦�¦OªT��Þ���Ö¤®×�xÝ�����£���©p²WÊ2¯����� ¥¡
¯3§,����£d¯a� � ¯3«d����©�����ªT��¦�ÝK����Ë ¯3«¤®	Ê�����©d����������¦��Ï«�©d£}©��� ¥¡k��ËTµa��Þ�¦��������%Ê�����©d�����8§,��É±����¡k�³¹K£(² ¡p²���©d��§,�ÔÜ
��µa©d£�������£¤����Û�µa�¢§���©W¯3����µa©}�Tµa© �T������ �¡����±£���©d��© � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��© ��© ����©d����ªT��������¦�����© Ê�����©d��������
É±«�¦â¨a������ªd¹d�¢«d���V¡�������£d¯a� � ��µa§�¦�����Ý�����������£¤�ÑÓ(������©�É±�������xÝK����£���©p²
Ê����±��®ÒÖ�¡����³¹gÝV���x£�����®Yµa¦�ªT��©d£��x¬�§d�� �¡�©������KÉ³����ªT��©*ÝV����£(¹gÉ±«*«�©e�������� �¡����±£¤¦��� ¥¡d��©jÐ(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©p¹
£¤�������� ¥¡+��©�£���© £¤����©d���¥¯3������Þt��É±�ÀÁW�� ¥¡d��©1Ð��±�¥µa«��� ±��!�µa©d�����¥¯3��©k���2©��� ¥¡k�	«�©e�������� �¡d����£���©p²#È+¯3©�§,�³¯a �¡e���
¡�������§,���I¹O£d¯a���¼£¤���*µa§t��©c�Tµa��ªT�±������¦�¦�����© � ¯3�¥¯3�*����������µ³Ý�µa¡�¦K�Tµa©c£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�¯3¦��¼¯3«d �¡c�Tµa©
£�����¬�©����± �¡�©e«�©�ªT�¥¯3���;¯3§�¡W¨3©�ªT��©%ËTÎa©�©d��©p²t¶·���(®ÒÖ��x£¤���;®Yµa¦�ªT��©d£���©%¸������¥¯a �¡e��«�©�ªT��© £d¯a�x£¤����©d���¥¯3������Þ,�ÔÜ
É±�ÀÁW�� ¥¡d�	Ð(!V¶ � È+µe£���¦�¦(�����

x ∈ {0, 1}|A| ªT��ªT��§t��© ¡

��{ ~�{*) F1GIUW[K^CXgP,RgXgUW[ïN GYXÏopUh[�P(mïUWGM[&UWN F�GMUW[&^�XaXgUWGMJ

� þ ü ó#þ � òd÷#õ³þeó#òdó�
3þ��b�øó(÷#ó#ö
Ìl©Ï£¤���±������ßW¯3¦�¦(ªT��¦�����©+£¤���2¸��±�¥ �¡��¥¨3©�Ë·«�©�ªT��©%£�����¬���§t��������É³�����VÞ���µ*Ê�����©d����������¦

Wmax
«�©d£

Wmin
�����ÑÜ

�·�â¯3¦�����ÝK�������	®×Ö��x£���©8ªT�±�¥¯3�¼����©+¯3«d�x����©d���ÂÊ�����©d����������¦p§,�±������¡d��©d£���©EÊ�����©d���³²
¸�ÎaªT��©p¹k£�������©*����©�����¯3¦���¯3©����± �¡d��©e§W¯3��� � ¯3«d����©�É³�������± �¡e�KÞ,µg��������������&µ·£�����®×Ö���£¤����£¤����¬�©����± �¡�©k«�©�ªT��Ü
¯3����£¤�����V©��� �¡e�*��©}ß��¥¯3ªT�jËTµa���¢�³¹�ËTÎa©�©d��©�®ÒÖ���£¤���jÐ���¦â¯�%¤������«�©�ª�£¤���±����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�¯3«d��£����
Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©8��©k��®Y����©k��ÝK����£���©p¹¤£d¯¼������µ3Ó(��©k§W¯3����©�ËT����©d��� É±«�¦â¨a������ªT��©�Ê�����©d����£¤���±����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª
��©k��¡W¯3¦�����©+��������©ÏËTÎa©�©d��©p²
Ê2¯3������£¤���V¸��±£¤��©�ªg«�©�ª2§�É±ªg¦I²g£�������¯�%·����¯3¦���©�¬���§,��������É³����������©�ªT��¡W¯3¦�����©�ÝV����£(¹g£d¯3��®hÉ±«�����©d£��±������©d��£¤���
¶e«����*�j¯3«d�¢£���©1����©�����¯3¦���©}¬���§t��������É³��������©c£����(Õ���ÝK����¦���ªT��©�°�¦����*��©e����£¤���±�¥�*©��� �¡e�¼Ö�§,������ ¥¡�����������©p²
¬�©W¯3¦�µaª	�¢«d���&£¤����¶e«����*�x£�������¯�%¤����¯3¦h¯3©����± �¡d��©e§W¯3����©8¬���§,��������É³������£����&°�¦����*��©e���x����©d£��±������©d�K£����
����©�����¯3¦���©�¬���§,��������É³�����&��©k����Þ����± �¡d��©p²·Ê����±�¥��§t����£���©�Ù�©�ªg¦����� �¡e«�©�ªT��©8������¦�¦���©�����©d�V�*Îaªg¦��� ¥¡d��Ð���¦â¯�%¤���ÔÜ
��«�©�ª*£¤���±����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�£d¯3��«�©d£jËTÎa©�©d��©Ï��µa�����x£����VÐ(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª®ÒÖ��x£¤���±��� � ¯3«d�¥��©����ÔÜ
ªT��¦�«�©�ª¢¡���©�É±«�ªT�Ô®ÒÖ�ªg��ÝK����£���©p²·Ê;¯3§,���h�¥���d�����

w ∈ � |A| £¤���V�¥¯3���¥¨a ¥¡�¦��� �¡d�;¬���§t��������É³������¯3«¤®p£���©�¸�ÎaªT��©£��±�xÊ�����©d�����±��§t��É³���� ¥¡�©d���³²
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wTminx ≤ wTx ≤ Wmax

wTmaxx ≥ wTx ≥ Wmin

N�ýß����ô . òd÷OõCþeó�� ü ÿ QMþkõ ÿ þ�
 g ó�ZTòj�øýClB�hó ó�� ÿ L¼þ·ó�� ü öWþ·ó�N�ý����ôhþeó
¬�«d �¡�®ÒÖ��ø£¤���±��� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª¼�&%¤��������������©�¸��±�� �¡��¥¨3©�Ë·«�©�ªT��©�£�����¬���§t��������É³������Þ���µ2Ê�����©d����������¦

Wmax«�©d£
Wmin

²hÊ;�±��Õ�������������©���µa¦�¦#£¤����¶e«����*�£�������¯�%¤����¯3¦ø¯3¦�� � ¯3«d�¥��¯3©����± ¥¡d��©k§W¯3����©�Ê�����©d����«�©e������Ü
§����± �¡e«�©�ªT��©ë����©d£��±������©d�Ï£����j®×Ö��Ï£¤����ªT��Ý�¨3¡�¦�����¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d�¥� ªT��ªT��§t��©d��©íÈ%��©d£��±����£d¯3«d���

T ∈ ���©k����Þ����± �¡d��©p²
¬�«»ÖT����£���� Ëa¯3©�©���¯3© ©dµ· �¡�£¤����¬�©�ÉC¯3¡�¦�£����2¸�¦�Î· �ËT���*µ·£���¦�¦���������©p¹(��©d£���� ��¯3©IÕ��±£�����¸�µaªT��©������
(bmax)(i,j) > T

����©d��©1©d��«d��©cÉ±«d�¥¨3��É±¦��� �¡d��©�����¦Ñ®Ò�����±�¥��µa«��� ±��©kÝ������
(bmax)(i,j) = 1

«�©d£ ¯3©d£�����©¤®Y¯3¦�¦��
½ É±«kÝ��������³²@Ø�§t����£���©}ªT�±�¥¯3�¢����© � ®Y¯a£}��«������������³¹��¼«d����£�����Õ������*£¤���±������Ð��±���¥µa«��� ±������©d£��±������©d�
B ∈ � ¹¤£¤���	¬�©�ÉC¯3¡�¦O£����xÉ±«8ªT��Ý�¨3¡�����©d£���© � ¯3«d����©e§�¦�Îe ¥ËT�g¹h����ªT��§,��©p²¶·������© �����

b ∈ � |A| £¤���*�¥¯3���¥¨a ¥¡�¦��� �¡d��© � ¯3«d����©d£d¯3«d����© ¯3«¤®�£���© ¸�ÎaªT��©c£��±�Ê�����©d�����±�¼§t��É³���� ¥¡�©d���³¹�����
w ∈ � |A| £¤���;�¥¯3��� ¨a �¡�¦��� �¡d�¼¬���§,��������É³�����V«�©d£j����� b ∈ {0, 1}|A| £�����£d¯3É±«�ªT��¡dÎa����ªT�	����¦Ñ®Ò�����±����µa«���Ü ±��©k�T��Ë·��µa�³¹W�¥µ�ªg��¦�� ¡

wTminx ≤ wTx ≤ Wmax

wTmaxx ≥ wTx ≥ Wmin

bTmaxx ≥ bTx ≥ BT

b
T
maxx ≥ b

T 1
= B.

� ÷�� ÿCü þ·ó ÿ þeó�
�þeöWþ·ý×÷øó#ö
ßøÖ��2£¤���±��� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªE�&%¤��������������© ��§,��©¤®Y¯3¦�¦��2¸��±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe«�©�ªT��©�£����2¬���§t��������É³������Þ���µjÊ�����©d����������¦
Wmax

«�©d£
Wmin

²�¶·����¯3«»ÖT����£����
q
£�������©k����Þ����± �¡d��©d£��Ùâ�«dµa������©k�³¹�£�����£d¯a� � ����¡W¨3¦���©�����É±ÝV���� �¡d��©

� ¯3«d����©�É³�����j«�©d£ ¬���§t��������É³������¯3©�ªg��§��³²V¶·µ1�¼«d����É±«�����©d£��±������©d�8£¤���Ï��¯�%¤����¯3¦;¯3©����± ¥¡d��©k§W¯3��� � ¯3«¤Ü
����©�É³�����¼É±«c£��������©�����¯3¦�¯3©����± ¥¡d��©k§W¯3����© ¬���§t��������É³�����£¤���±����� � ����¡W¨3¦���©�������©e����Þ����± �¡d��©p²�Ê2¯a�	®ÒÖ�¡����É±«�®Yµa¦�ªT��©d£���©cÙ�©�ªg¦����� �¡e«�©�ªT��©p¹�ÝKµa§,���&ÝV���±£�����«���£¤���*�¥¯3���¥¨a ¥¡�¦��� �¡d��©}¬���§t��������É³��������©

w ∈ � |A| «�©d£� ¯3«d����©d£d¯3«d����©
b ∈ � |A| ¯Þ�����µa���p©��� ¥¡k��§t��Ëg¯3©�©k������©d£ ¡

wTminx ≤ wTx ≤ Wmax

wTmaxx ≥ wTx ≥ Wmin

bTmaxx ≥ bTx ≥ 1
qw

Tx ≥ 1
qw

T
minx.
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Ê2¯��±������¦â¯3«�§��2�����³¹W��©��T������ ¥¡����±£���©d��©1Ê�����©d����������¦���©��T������ �¡����±£���©d� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©�¯3©�É±«kÝK��©d£���©p¹
������¦�¦��2�±�2���� ¥¡ ¡������2¯3¦��2����¡d��§�¦��� ¥¡1�� ¥¡kÝV��������ªT���	¡d���¥¯3«d�	����©�©k�Tµa¦�¦���Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��© ���9«�����Þ���Ö�©�ªg¦��� �¡d��©
Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©%É±«ÏËTµa©d������«���������©p²
Õ ¨3¡�¦��	��¯3©1����©d�*Ð���¦â¯�%·������«�©�ªd¹p£¤����¯3«d���� �¡�¦����EÖg¦��� ¥¡c¬�«d���¥¯3ªT��©�Ö�§,���	£���©1����������©cÊ�����©d����������¦���¯a �¡e�³¹
��µ�ÝV����£�¯3«¤®Òªg��«�©d£%£���������¡d��§�¦��� �¡d��© ß�������¡d��������ªg�¥¯a£��¼®ÒÖ���£¤���	©W¯a ¥¡¤®Òµa¦�ªT��©d£���© Ê�����©d����������¦��¼�T�����¢«���¦��� �¡
ËT����©d�;ªg«����	¶· �¡��¥¯3©�ËT�	��������������¦���ÝK����£���©8ËTÎa©�©d��©p²�ÕQ����ÝKµa¦�¦���©8©k«�©Ï£¤��� � µa��ªT��¡d��©d��ÝK�������;®ÒÖ���ªT��������¦����
Ê�����©d�����	�&%�����Þ�¦â¯3������ �¡E®×Ö��VÉ±Ý�����ªT��������¦����¢Ê�����©d�����	£¤«��� ¥¡¤®×Ö�¡�����©p²

� þ ü ó#þ � òd÷#õ³þeó#òdó�
3þ��b�øó(÷#ó#ö ü óR�&þ ü �#þ·ó ñ ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ý×þ·ó
¶·������©�ÝV���±£�����«�� ¸��±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe«�©�ªT��©j£�����¬���§,��������É³�����&Þ���µ¼Ê�����©d����������¦

Wmax
«�©d£

Wmin
§,��Ëa¯3©�©e�³²kÊ;�±�

Õ�������������©8�����W�����
w1, w2 ∈ � £¤�����¥¯3��� ¨a �¡�¦��� �¡d�2¬���§,��������É³������£�����Õ���ÝK����¦���ªT��©8Ê�����©d����������¦���§,��É³���� �¡�©d���³¹��µ®Yµa¦�ªg�V©W¯a �¡�¯3©W¯3¦�µaªT����¬���ªg«��*��©e�¥¯3����µa© ¡

wTminx ≤ w1 + w2 ≤ 2W dt
max

wTmaxx ≥ w1 + w2 ≥ 2W dt
min.

¶· �¡dµa©%®ÒÖ���£¤�������©¤®Y¯a ¥¡d����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªj®I¨3¦�¦���§,���#£¤���±�����;¬�����£�����Ð���¦â¯�%·������«�©�ª8¯3«¤®�¹W£d¯a���������2®ÒÖ��
�*��¡��������+Ê�����©d����������¦��%¯3© ¶· ¥¡W¨3��®Ò�%�T����¦��������³²VØhÝ�¯3���*µe£���¦�¦��������j£¤���±���8����¦â¯�%¤���������%Ù�©�ªg¦����� �¡e«�©�ªd¹�£d¯a���
£¤����ªT��ÝVÖ�©d�� ¥¡k���*°���ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò�2®×Ö��	£���© ªT�±� ¯3�¢����©�Ê�����©d����ë � ®I¯a£�ì�ªg��¦��³¹(µa§������+Õ��±£�µ· �¡1¯3«d ¥¡ ®ÒÖ���§,���ÑÜ
£��Ê�����©d����������¦��^ëÒ´#����¦�Þ¤®Y¯a£��$ì�����©�É³��¦�©�§,�����¥¯a �¡k�����	����®ÒÖ�¦�¦��������³¹WËg¯3©�©E©��� ¥¡k�	���� ¥¡d����ªT�±������¦�¦��;ÝK����£���©p²(Ê;���
� µa¦�¦����¥¨3©d£¤��ªgËT������¡W¯3¦�§,���&ÝK����£���©j����µa��É³£���� ÝK�������������*Îaªg¦��� �¡d�;Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©j£����KÛ�µa�¼§���©W¯3����µa©8�Tµa©
� ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©*§,�����¥¯a �¡k�����³¹a«�� ¦�����É³��©d£¤¦��� �¡*£¤����Û�µa©d������«�Ëe����µa©�£��±��£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������©�á��¥¯�Ü
Þ�¡d��©ÏÉ±«8§,��ªg��Ö�©d£���©E«�©d£8É±«8�*µa�����·��������©p²

N�ýß����ô . òd÷OõCþeó�
�þeöWþeýÒ÷øóOö ü ó���þ ü �øþeó ñ ü þ·óOõ ÿ±ÿ þ ü ý×þeó
¶·������©�£d¯3É±«�����

T1
£¤����ÈE��©d£��±����£d¯3«d����£���� � ¯3«d�¥��©k§�¦�Î· �ËT�V���ï����������©�Ê�����©d����������¦I¹������

T2
£¤����£��±�#É±Ý����ÑÜ

����©j«�©d£������
B1
«�©d£

B2
£�������©8¬�©�ÉC¯3¡�¦,ªT��ªT��§t��©p²d¶·������©jÝK����������¡���©8�����

b1, b2 ∈ � £¤�����¥¯3���¥¨a ¥¡�¦��� �¡d�¬�©�ÉC¯3¡�¦W¯3©�ªT�����± �¡�©d������� � ¯3«d����©*��©�Ê�����©d��������¦ � §�É±Ý	² � «�©d£�����
t1, t2 ∈ � |A| £¤�����¥¯3���¥¨a �¡�¦��� ¥¡d��© � ¯3«¤Ü����©d£d¯3«d����©8§,��É³���� �¡�©d���³²dÊ2¯3©�©j®Yµa¦�ªg��������£����V§,�����������V����©�ªT�Ô®ÒÖ�¡�������©EÊ;�&Ád©�������µa©8�Tµa©

bmax ∈ {0, 1}|A|«�©d£E¯3©W¯3¦�µaªT����¬���ªg«��*��©k�¥¯3����µa© ¡

bTmaxx ≥ tT1 x+ tT2 x ≥ B1T1 +B2T2

b
T
maxx ≥ b1 + b2 = B1 +B2.
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� ÷�� ÿCü þ·ó ÿ þeó�
�þeöWþ·ý×÷øó#ö ü óR��þ ü �#þ·ó ñ ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ý×þ·ó
¶·������© �����

w ∈ � £¤���Ï�¥¯3���¥¨a �¡�¦��� ¥¡d�+¬���§,��������É³�����³¹������ b ∈ � |A| £¤���Ï�¥¯3��� ¨a �¡�¦��� �¡ ¯3©�ªT�����± �¡�©d������©� ¯3«d����©d£d¯3«d����©c§,��É³���� �¡�©d���¼«�©d£ �����
q
£����	É±«1����®ÒÖ�¦�¦���©d£��Oâ�«dµa������©k�¼ªT��ªT��§t��©p¹#£d¯3©�© ®×Ö�¡����	£¤���±�¢É±«

®Yµa¦�ªT��©d£�����Ù�©�ªg¦����� ¥¡k«�©�ª ¡

bTmaxx ≥ bTx ≥ 1
qw

Tx ≥ 1
qw

T
minx

²

° ü ó��øþkõ ÿ þ·óOõ*þ ü ó ñ ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ýÊ� üâÿ N�ýß���3ô . òd÷#õ³þeó�
3þköWþ·ýÒ÷#ó#ö
��������ÝV����£+£�����ßh¯3¦�¦#§,�����¥¯a �¡e�����³¹(£d¯a������©%����©d��� Ê�����©d����������¦ø£¤���¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d�¥��©�����ªT��¦�É±«���¬�©kÝ���©d£¤«�©�ª
ËTµa���¢�³²�¶·������©cÝV���±£�����«��

b ∈ � |A| «�©d£ b ∈ � |A| ¹O£d¯3©�© ������¦�¦��¢®ÒÖ��¢£¤����ªT��ªT��§t��©d��È%��©d£��±����£d¯3«d���
T ∈ � £����¢¸�¦�Î· �ËT�g¹,®ÒÖ��	£¤���*¬�©�ÉC¯3¡�¦ B ∈ � £����¢¸�¦�Îe ¥ËT��«�©d£�®ÒÖ��	£¤��� � ��Ëe��µa����© bmax ∈ {0, 1}|A|«�©d£

bmax ∈ � |A| £¤����®Òµa¦�ªT��©d£��¢Ù�©�ªg¦����� ¥¡k«�©�ªj����©d�2ªgÖ�¦�����ªT�	Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�£d¯3� ¡
bTmaxx ≥ bTx ≥ BT

b
T
maxx ≥ b

T
x = B.

È�¯3©*§t�³¯a ¥¡k���@Õ��±£�µ· �¡p¹T£d¯a�¥�&¯3¦�¦��xÉ±«�¦â¨a������ªT��©�ÍpÎg��«�©�ªT��©�£����&¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª��©�§,����£���©�Ê�����©d����Ü
������¦���©Q¯3«d ¥¡}®ÒÖ���£¤���±���ÏÐ���¦â¯�%·������«�©�ª������*����É±«�¦â¨a������ª1����©d£(²�Ê2¯3�¥¯3«d��®Yµa¦�ªg��§t�����������³¹&£d¯a����£¤���8«�©e���ÔÜ
���8¶· �¡��¥¯3©�ËT�g¹�£¤����£¤����¡������§t�����¥¯a ¥¡k�������8Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª+¦����Ô®Ò�����³¹#�����*����¥ �¡�¦��± �¡e�����*������© ÝV����£ ¯3¦��£¤���
¶· �¡��¥¯3©�ËT�j£�����Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªd¹p®ÒÖ��¼£¤����£¤����¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª���©c§,����£���©�Ê�����©d����������¦���©cªT�Ô®Yµa��£������
ÝV����£(²

� ���U� ü ó#ò ÿCü �hóïlB�hó � ÷�� ÿCü þeó ÿ þ·ó�
3þköhþeýÒ÷øóOö ÷#ó�� ôhþ ü óOþ � òd÷#õ³þ·óOòdó�
�þM��øó(÷øóOö
¶·���

Wmax
£¤���V��¯�%¤����¯3¦��x¬���§t��������É³������®×Ö���£¤��� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªËT����©d� � ¯3«d����©W¯3©����± �¡�©e«�©�ªd²�Ê;�±��Õ����ÑÜ

��������© ��������©+�����
w ∈ � £¤����¥¯3���¥¨a �¡�¦��� ¥¡d��¬���§,��������É³��������©�«�©d£+����� b ∈ � £¤����¯3©�ªT�����± �¡�©d������© � ¯3«¤Ü����©d£d¯3«d����©+£��±��Ê�����©d����������¦��±��§t��É³���� ¥¡�©d���³¹h£�����£¤����â�«dµa������©k����©�����ªT��¦�«�©�ªÏ����®ÒÖ�¦�¦��³²WÊ2¯3©�©Ï�¢«d�¥�³¹W£d¯®ÒÖ��

£���©8¯3©d£�������©jÊ�����©d����������¦(£¤������¯�%·����¯3¦��;¬���§t��������É³������§t�±£¤��©�ªg«�©�ª�����®ÒÖ�¦�¦����¥����©��¼«d���³¹·ßdµa¦�ªT��©d£��±��ªT��¦�����©
¡

bTmaxx ≥ b ≥ w
q ≥ 1

q (wTminx−W dt
max)

°Ë� ÿCü l�ò ÿCü �tóÄ�#þeõ�� ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ý×þ�� . òdó�� ü þM
 ÿ þ·ó ñ ü þ·óOõ ÿ	. ý×òdó(÷#ó#öWõCö�
3ò . �#þeó
Ê���� � ��µa§�¦�����¯3����Ët¹ø®ÒÖ���ªT��������¦����8Ê�����©d�����j����©�©k�Tµa¦�¦��8Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��©�É±«�Ád©d£���©}«�©d£�£d¯a�£d¯�®ÒÖ����T����Ü
¯3©k�lÝKµa����¦��� ¥¡d� � ��µa§�¦���� £�����Ê�����©d����������¦�É±«dµa��£¤©e«�©�ªj®×Ö�¡�������©+¦�����É±����©d£¤¦��� �¡ É±«��;Ìu£��±�g¹W£���©+§t�������������Tµa��Ü
ªT�±������¦�¦�����©Ï£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������©EÊ�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©ÏÉ±«jËTµa©d������«���������©p²�Ê2¯a£¤«��� �¡8��������¯3©j��©
£����2ÍO¯3ªT�g¹,£¤����È%��©�ªT��£����2Ê�����©d����������©d���;Ê�����©d���¥¯3���³¹(£¤����¯3«¤®Òªg��«�©d£�£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©c��©+���� ¥¡



�)���»��?+=@7�5¶�613=@?P��2� Ê=@2ËÆW=@? �B5��;:�=@2+?+=+ Ê=@7���2� Ê=@2 ã º
¡d��������µaªT��©E�����³¹¤��©Ï«�©k�������� ¥¡����±£¤¦��� �¡d�g¹t��©Ï���� ¥¡Ï¡dµa�*µaªT��©d�¢´#����¦��*��©�ªT��©+¯3«¤®ÒÉ±«�������¦���©p²
Ìl©d��ªT�±�¥¯3�¢�	������¦�¦��;£¤���±�¥���	¬�§d�� ¥¡�©������	£¤����Ìl£��±��Tµa�³¹,�*��¡��������g¹,Ë·¦�����©d������«�©d£ ���¥¨3��ËT������Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©
É±«j¦�Îg����©p¹�¯3©d���¥¯3���x����©d���VÐ���¦â¯�%¤������«�©�ªd¹�£¤���;£¤��� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�ËTµa��Þ�¦������V�T����©W¯a �¡�¦â¨a������ªg�³²W°���© � ��µ3Ü
§�¦����Ï¹�£d¯a��¡�������§t���(É±«�� � µa���� ¥¡d����©ÏËTµa���¢�³¹¤�����³¹·£d¯a�¥��Õ����*��¡��VÊ�����©d���¥¯3������©8«�©d£ � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©
�&%¤��������������©p¹d£��±����µ��*��¡���Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©%¯3«¤®×ªT�±������¦�¦��x«�©d£8ªT��¦�Îg���VÝ�����£���©E�¢Öd�¥����©p²
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	Þ132a:�8»562WAB=@2ÇÆW= :´� �@2�<
{�{TÌ ýWª9���u�G�j��~>¦O~;��~;�

Ê2¯a�EØh����¦;�����8�±�³¹�£¤��� Ð"!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�£��±� � Ð�ÌG!�° � ��µa§�¦����*�±�8É±« �T������ ¥¡W¨3��®Ò��©í«�©d£QÝ������������
Ê�����©d��������ªT��©d�� ¥¡W¯�®×����©���©c£d¯a�¼È%µ·£���¦�¦&É±«c��©k����ªg����������©p²�Ê�����µ3Ó(��©d���� �¡e��¦��� �¡d��©}¦���©d�³¯3����©�¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©
ÝV«���£���©���� ����������©�¬�§d�� ¥¡�©�������¯3«d��®×Ö�¡���¦��� ¥¡��Tµa��ªT�±������¦�¦��³²¤Ìl©�£¤���±�����-¬�§d�¥ �¡�©���������µa¦�¦���©�°���ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò����©p¹
£¤���	���� ¥¡E¯3«¤®�£¤���2Ê�����©d����«�©k����������©�¡d��������©p¹,£(² ¡E´O����¦��¢£��±� � ®I¯a£��±�³¹�§,��É±����¡d��©p¹d£¤����Ë·«����������xÝK����£���©p²
¬�«¤®ø£���������©d��©+¶·�������;ÝV����£Ï�T������«d �¡e�³¹ � ®I¯a£��g¹d£¤���2£¤���±���2°���ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò����©E©��� �¡e��§,�±������É³��©p¹d£¤«��� ¥¡ÏªT�±����ªaÜ
©d������¶· ¥¡�©���������§t��©d��©�É±«*�T����§���������©p¹e¯3«¤®p£����K¯3©d£�������©�Ëa¯3©�©���¯3©�£¤«��� �¡�ÝK������������¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©8¯3©*£¤���
� ®I¯a£��¢ªT��ÝV���¥��� � ®I¯a£�����ªT��©d�� ¥¡W¯�®×����©�����É±ÝV��©�ªT��©p²pØhÝK����Û;¦â¯a���¥��©E�Tµa©�Ù�©�ªg¦����� ¥¡k«�©�ªT��©�����©d£+£d¯3§t���#�Tµa©
¸��±£���«���«�©�ª ¡

• Øh«��ï����©d��©¼£¤����Û;¦â¯a������£�����Ìl©¤®Ò�³¯a����§�¦���¶·���;!�µa©d�����¥¯3��©e���"ëÒÌ�¶»!"ìÔ²�Ê�«��� ¥¡£¤���±�¥��ÝK����£���©�ÍpÎg��«�©�ªT��©p¹£¤���«�©�É±«�¦â¨a������ªT��È%��©�ªT��©
S ⊂ A

��©k��¡W¯3¦�����©p¹O£(² ¡p²t£¤���©��� ¥¡k�	ªT���*����©d�¥¯3� ��© ����©d���;É±«�¦â¨a������ªT��©
ÍOÎg��«�©�ª�¯3«¤®Ò����������©EËTÎa©�©d��©p¹W¯3§�ªT�±�� ¥¡�©���������©p²

∑
e∈S

xe ≤ |S| − 1
ëÒÌ�¶»!"ì

• Øh«���¯3©d£�������©8£¤����Û;¦â¯a������£����KßW�³¯a����§�¦��	¶·���Ê!�µa©d�����¥¯3��©e���°ëÒß�¶»!"ìÔ²·Ê�«��� �¡8£¤���±����ÝK����£���©8¸��±£¤��©¤Üªg«�©�ªT��©E®Òµa¦�ªT��©d£�����¬����V�*µ·£���¦�¦�������� ¡Øh« ����©d��� ¸�µaªT��©
a ∈ A

Ëg¯3©�©}��¯3© ����©d�ÏÈ+��©�ªT�
T ⊂ A

Ád©d£���©p¹&�¥µ�£d¯a���WÕ��±£��jÉ±«�¦â¨a������ªT�
ÍOÎg��«�©�ªd¹d£¤���

a
��©k��¡W¨3¦��³¹h¯3«d ¥¡E����©d£��±������©d�

n
°�¦����*��©k���¼£�����È+��©�ªT�

T
��©k��¡W¯3¦�����©+�¢«d���³²

xa ≤ 1
n

∑
e∈T

xe
ëÒß�¶»!"ì

Ìl©Ï£���©j®Òµa¦�ªT��©d£���©E¬�§d�� ¥¡�©���������©ÏÝV����£8�T������«d ¥¡k��Ê�����©d��������ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò����©E�����x����¦Ñ®Ò�2£¤���±�����xÛ;¦â¯a�¥����©8�Tµa©
Ù�©�ªg¦����� �¡k«�©�ªT��©+É±«Ï�*µ·£���¦�¦���������©p²

��{ ��{*) ��UdRTSVUW^a^3UdRkmK[�o n�UdRc_�` ] RkP,[&vpU}n&m&Rk` ] ��Fâæ�^
ñ ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ýß�øòd÷OþM

Ê�«��� �¡}£¤����Ê�����©d����������¦ÑÜMÐ��±����µa«��� ±��©e§t�±£¤��©�ªg«�©�ª ÝV����£(¹øÝV���*��� ¦�����É±����©�¬�§d�� ¥¡�©�����������¦â¨3«��������³¹ø£¤����É±«¤Ü
¦â¨a������ªT��¬�©�ÉC¯3¡�¦&£����¢Ê�����©d����������¦��*�*µe£���¦�¦��������³²#°��	�&%¤��������������©�Õ��±£�µe ¥¡c¯3«d �¡ � µa��ªk¯3§,��© ®ÒÖ��¢£¤����Ê2¯3«d���
��µa¦� ¥¡d����Ê�����©d����������¦��g²WÊ2¯3É±«Ï��������©8®Yµa¦�ªT��©d£�� � ¯3�¥¯3�*��������§,��Ëg¯3©�©k� ¡

st(e)
Ü�¶e�¥¯3����É³������£��±��¸�µaªT��©d�

e = (u, v)
¹h��©k����Þ����� ¥¡k�;£�����¶e�¥¯3����É³�������Tµa©Ï«

et(e)
Ü&°�©d£¤É³������£��±�x¸�µaªT��©d�

e = (u, v)
¹W��©k����Þ����� �¡k�;£�����°�©d£¤É³�������Tµa©Ï�

λDientteildauermin

Ü�����©�����¯3¦OÉ±«�¦â¨a������ªT�2Ê2¯3«d����£���������©�É³��¦�©d��©%Ê�����©d����������¦��
λDientteildauermax

Ü���¯�%·����¯3¦pÉ±«�¦â¨a�¥����ªT�	Ê2¯3«d����£���������©�É³��¦�©d��©EÊ�����©d����������¦��g²
Ê2¯a£¤«��� �¡%¦â¯a������©Ï���� ¥¡8®×Ö��>Õ��±£���©E¸�µaªT��©

a ∈ AIVB
®Yµa¦�ªT��©d£��2É±«�¦â¨a������ªT��©E¸�µaªT��©��*��©�ªT��©%£��&Ád©���������© ¡



�)�½ÅM�Ù:�DF462+1e8"8F=@ÉÊ=@26=@2 ã,#

Πa = {b ∈ AIVE |λDientteildauermin ≤ et(b)− st(a) ≤ λDientteildauermax }

Ê;���*��©k����Þ����± ¥¡d��©d£+¦â¨a���������� ¥¡Ï®ÒÖ��;Õ��±£���©E¸�µaªT��©
a ∈ AIVB

®Yµa¦�ªT��©d£��¢È+��©�ªT�2«�©�É±«�¦â¨a������ªT���;´@*·Þ
IVE¸�ÎaªT��©�Ád©d£���© ¡

Πa = {b ∈ AIVE | 0 < et(b)− st(a) < λDientteildauermin }

Ê�����®Yµa¦�ªT��©d£���Û;¦â¯a�����x�Tµa©�Ù�©�ªg¦����� �¡k«�©�ªT��©jªT��Ý�¨3¡���¦��������������¥µa�����³¹T£d¯a����®ÒÖ���Õ��±£���©�´@*·Þ
IVB

¸�µaªT��©����
� ®I¯a£+¯3«d ¥¡%����©d£��±������©d������©+É±«�¦â¨a������ªT���;´@*·Þ

IVE
¸�µaªT��©+��©e��¡W¯3¦�����©������³¹W£����;£d¯a��°�©d£��¼£��±��Ê�����©d����Ü

������¦��±����*e�¼§tµa¦�������������ë � Êa! Ì ìÔ²¬�©d£������������������V£d¯3��®�¯3«¤®�£���� � ®Y¯a£�É±«jËT����©d���@��©k��¡W¯3¦�����©d��©E´C*eÞ
IVB

¸�µaªT��©Ï����©p¹·ªT����¨Ö�£����@µa§,��©
£��&Ád©�����������©�Ù�©�É±«�¦â¨a������ªgËT��������§,��ªg���ÑÓ�®×Ö���£¤���±����©�¸�µaªT��©�«�©�É±«�¦â¨a������ªT���³¹g´C*eÞ

IVE
¸�µaªT��©�¯3«¤®t£���� � ®I¯a£

¦�����ªT��©kë � Ê°! Ì¥Ì ìÔ²

xa ≤ ∑
b∈Πa

xb ∀ a ∈ AIVB
ë � Ê°! Ì ì

xa +
∑
b∈Πa

xb ≤ 1 ∀ a ∈ AIVB
ë � Ê°! Ì¥Ì ì

unzulässige IV Bögen

zulässige IV Bögen

betrachteter IV Bogen
Typ V Bögen

n+m+10

E

E

B

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�¾d² ¾ ¡ Øh«�¦â¨a������ªgËT��������§,��ªg���ÑÓ�®×Ö��x´C*eÞ
IVB

¸�ÎaªT��©p²

Ê����±���Ï¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©QÝKµa¦�¦���©QÝV����¯3¦�¦�ªT���*����© ¯3¦�� � ¯3��� /� ���± ±�%Ê�«��¥¯3����µa©�!�µa©d�����¥¯3��©k���³¹&Ëe«���É � Ê°!��³¹
§,��É³���� �¡�©d��©p²WÊ2¯a����£¤���±���2¸���É³���� �¡�©k«�©�ª�ªT�����± �¡e��®Ò��������ªg�������³¹�É³����ªg��£�����®Òµa¦�ªT��©d£��	¸���Ý������ ¡
�����������! ���"�#%$
¶·���

xopt
ÍpÎg��«�©�ª £��±�8Ð"!V¶ � È%µ·£���¦�¦��j����� � Ê°!��8«�©d£

P
£����Ï£¤«��� ¥¡

xopt
��©d£¤«�É±����������ÍpÎg��«�©�ªT��Ü

Þ¤®I¯a£(²hÊ2¯3©�©EªT��¦�����©+®ÒÖ���¯3¦�¦��¢��©d£¤«�É±����������©�Ê�����©d����������¦��¼£¤���¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©+§�É±ªg¦I²t£�������©�ÈE��©d£��±����Ü�«�©d£
È�¯�%·����¯3¦�£d¯3«d���³²
���'&(�*),+-$
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	Þ132a:�8»562WAB=@2ÇÆW= :´� �@2�<
¬�©�ªT��©dµa���*��©�±�#�&%·�������������#©k«�©��©

P
����©Ê�����©d����������¦I¹C£��±���¥��©�á;�±�¥¯3�¼��£d¯3«d���ø£¤���KÈE��©d£��±����£d¯3«d���O«�©k������Ü

µ·£����¼£¤���*È�¯�%·����¯3¦�£d¯3«d���Ö�§,������ �¡������������³²�¶·���
a ∈ AIVB

£����¼¸�µaªT��©p¹O£����£���©cÊ�����©d����������¦�����©�¦����������³¹
«�©d£

b ∈ AIVE
£�����¸�µaªT��©p¹e£�����£d¯a�K°�©d£���£¤���±���±�KÊ�����©d����������¦��±�������³¹e£d¯3©�©��&%¤�������������&Þ,���KÛ�µa©d������«�Ë·����µa©

£��±�xÊ�����©d����������¦��±��ËT����©ÏÝK��������������´@*·ÞEÌ � ¸�µaªT��©Ï��©E£¤���±������´#����¦�Þ¤®Y¯a£(²

• � ²dßh¯3¦�¦ ¡
et(b)− st(a) > λDientteildauermax ,

£d¯3©�©1ªg��¦��	µ3Ó,��©e§W¯3�
b /∈ Πa

²(¬�©d£������������������	ªg��¦��;®×Ö��ÊÕ��±£���©�¸�µaªT��©
e ∈ Πa et(e) < et(b)

«�©d£
st(e) > st(a)

¹�£(² ¡p²�Õ��±£�����®ÒÖ��
a
É±«�¦â¨a������ªT�E´@*·Þ

IVE
¸�µaªT��© §t��ªg��©�©e�*É³������¦��� �¡ ©W¯a �¡

a
«�©d£

��©d£������Tµa�
b
²�Ê;¯ ©k«�©Q¯3§,���*�������·�â¯3¦�����ÝK�������%£¤���%¶e�¥¯3����É³��������©Q«�©d£ °�©d£¤É³��������© £�����¸�ÎaªT��© ���

� ®Y¯a£�Õ���ÝK����¦��x¯3«¤®Y��������ªT��©d£8����©d£(¹·Ëg¯3©�©8¯3¦��¥µ¼ËT����©Ï¸�µaªT��©
e ∈ Πa

�*��¡��V����Ð��±����Þ¤®Y¯a£j��©e��¡W¯3¦�����©
�¥����©p¹h£(² ¡p²tÝK�±£����;�Tµa��©dµe ¥¡�©W¯a �¡ £����à§,�����¥¯a �¡e��������©1Ê�����©d����������¦I²p¶·µa������������ªT��É³����ªg�³¹,£d¯a����£¤���
¸��±£¤��©�ªg«�©�ª

xa ≤
∑

e∈Πa

xe (
� Ê°! Ì )

®ÒÖ��
xopt

�T����¦�����É±��������©Ï�¢«d�¥�³²
• � ²dßh¯3¦�¦ ¡

et(b)− st(a) < λDientteildauerminÚ�Ó(��©k§W¯3��ªg��¦��x©��� �¡e��©e«��
b /∈ Πa

¹���µa©d£�����©%¯3«d ¥¡
b ∈ Πa

²W¶·µa�����x�����V��©E£¤���±�¥����ßW¯3¦�¦I¹d£d¯
a
«�©d£

b
��� � ®I¯a£8��©k��¡W¯3¦�����©E����©d£(¹�£¤���2Ù�©�ªg¦����� �¡e«�©�ª�§�É±ªg¦I²�£����V«�©�É±«�¦â¨a������ªT��©Ï´@*·Þ

IVE
¸�ÎaªT��©8�Tµa©

a�T����¦�����É±� ¡
xa +

∑

e∈Πa

xe ≤ 1 (
� Ê°! Ì�Ì ).

Ê2¯�ÝV����£¤���	¬�©�©W¯3¡��*�	��©E§t����£���©Eß�¨3¦�¦���©%É±«��@Õ ��£�������Þ���«d �¡Ï®ÒÖ�¡�����©ÏËTµa©�©e����©p¹W������ªT��É³����ªg�³¹W£d¯a����®ÒÖ��
¯3¦�¦�����©d£¤«�É±����������©�Ê�����©d����������¦���£¤���*¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��© §�É±ªg¦I²p£�������©cÈ%��©d£��±����Ü�«�©d£1È+¯�%¤����¯3¦�£d¯3«d���£¤«��� ¥¡
£¤��� � Ê°!��x����®ÒÖ�¦�¦�������©d£(²
¬�©d£�����������������������®ÒÖ�¦�¦��aÕ��±£����*É±«�¦â¨a������ªT�g¹�É±« ����©d��� Ê�����©d����ËTµa�����±��Þ,µa©d£¤��������©d£��g¹ � ®Y¯a£

P ∈ FP £¤���¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��© � Ê°! Ì «�©d£ � Ê°! Ì�Ì ²(ßøÖ��	£¤��� � Êa! Ì �����	£d¯a�	µ3Ó(��©d���� �¡e��¦��� �¡p²øßøÖ��	£¤��� � Ê°! Ì�Ì Õ��±£�µe ¥¡§�¦�����§��;É±«�¯3��ªg«��*��©e����������©p¹p£d¯a����É±ÝK����¸�ÎaªT��©�¯3«d�;£���������¦�§,��©�È%��©�ªT�
Πa
©��� ¥¡k�2��©�����©d���àÉ±«�¦â¨a�¥����ªT��©

� ®I¯a£j��©k��¡W¯3¦�����©Ï������©�ËTÎa©�©d��©p²�¬�§,���V¯3«d �¡8£d¯a��¦�����ªg�V¯3«¤®ø£������;¯3©d£(¹·ÝK��©�©j��¯3©j§t�±£���©�Ë·�³¹¤£d¯a����£¤���±���
¸�ÎaªT��©�É³������¦��� �¡}É±« ®×��Ö�¡}��©d£���©p¹ø«���������£�����¸�µaªT��©

a
��©}����©d���ÅÉ±«�¦â¨a������ªT��©}Ê�����©d����������¦�É±«}������©p²

Ê2¯3©�©%Ëg¯3©�© ¯3§t���2¯3«d �¡�ËT����© ´@*·Þ
IVB

¸�µaªT��©
c
É±ÝV���� ¥¡d��©�£���©+§,����£���©+¦�����ªT��©p¹t��µ�£d¯a�����±������ �¡+«��

����©d��©ÏÉ±«�¦â¨a������ªT��© � ®I¯a£E¯3«d� FP ¡W¯3©d£���¦��³²

ñ ü þeó#õ ÿ õ ÿ S���ô��øòd÷#þ�

�������8Ëa¯3©�© ��¯3©í����©d��¯3©W¯3¦�µaªT� � µa��ªT��¡d��©d��Ý��������1¯3©eÝK��©d£���©p²�Ê;¯3É±« Ý�����£���© £¤��� ´@*·Þ

III
¸�ÎaªT��©

§,�����¥¯a �¡k�����³¹�£¤��������©d��© Ê�����©d��������Öd ¥ËeÝ��± �¡d����¦V£d¯3��������¦�¦���©p²øÈ�¯3©1§,�³¯a �¡k���uÕ��±£�µe ¥¡p¹O£d¯a�������©c´C*eÞ
IVB¸�µaªT��©�����©d��©*©d��«d��©�Ê�����©d����������¦W«�©d£*�¥µa�����K��§,��©¤®Y¯3¦�¦�������©�©d��«d�±�&Ê�����©d��������Öd ¥Ë*����©�¦����������³²k°���©�´O����¦�Þ¤®I¯a£

É±ÝV���� ¥¡d��©�����©d���9´@*·Þ
IVB

¸�µaªT��©+«�©d£%����©d��� ´@*·Þ
IVE

¸�µaªT��©p¹h£�����ËT����©d��©�´@*·Þ
III

¸�µaªT��©���©k��Ü
¡W¨3¦��³¹d��©e����Þ����� �¡e��£�����©W¯a ¥¡+¯3«d �¡%����©d���àÊ�����©d������Öd ¥Ët²
Ê�«��� �¡ £¤����Ê�����©d��������Öd �ËeÜMÐ��±�¥��µa«��� ±��©k§,�±£¤��©�ªg«�©�ª ÝV����£(¹xÝV��� ��� ¦�����É±����© ¬�§d�¥ �¡�©������%����¦â¨3«��������³¹�£¤���



�)�½ÅM�Ù:�DF462+1e8"8F=@ÉÊ=@26=@2 ã�'
É±«�¦â¨a������ªT�8¬�©�ÉC¯3¡�¦x£����*Ê�����©d��������Öd ¥ËT�8�*µe£���¦�¦��������³²&ß#Ö��*£¤���8Ð��±��������Ë·����µa©d��© §�É±ªg¦I²�£����*Ê2¯3«d���*£¤���±�����
Ê�����©d��������Öd ¥ËT�¢��������©8É±«E£���©8§,�����������x§,��Ëg¯3©�©�©k����© � ¯3�¥¯3�*��������©%©dµ· �¡Ï®Òµa¦�ªT��©d£��2ªT��ªT��§,��© ¡

λDientstückdauermin

Ü�����©�����¯3¦#É±«�¦â¨a������ªT�2Ê2¯3«d����£���������©�É³��¦�©d��©+Ê�����©d��������Öd �ËT�
λDientstückdauermax

Ü���¯�%¤����¯3¦pÉ±«�¦â¨a������ªT�¢Ê;¯3«d����£���������©�É³��¦�©d��©EÊ�����©d��������Öd ¥ËT�g²

Ê2¯a£¤«��� �¡+¦â¯a������©+���� �¡E®×Ö��CÕ��±£���©+¸�µaªT��©
a ∈ AIVB ∪ AIII

¹W£���������©+Ê�����©d��������Öd �Ë%����©�¦����������³¹d®Yµa¦�ªT��©d£��
É±«�¦â¨a������ªT��©E«�©d£8«�©�É±«�¦â¨a������ªT��©E¸�µaªT��©��*��©�ªT��©+£��&Ád©���������© ¡

Πa = {b ∈ AIVE ∪AIII |λDientteildauermin ≤ et(b)− st(a) ≤ λDientteildauermax }

Πa = {b ∈ AIVE ∪AIII | 0 < et(b)− st(a) < λDientteildauermin }.
Ê2¯a£¤«��� �¡Ï����ªg��§��V���� ¥¡8¯3©W¯3¦�µaª�É±«8£���© � Ê°!���®×Ö���Ê�����©d����������¦�£d¯3«d����®Òµa¦�ªT��©d£��;Û;¦â¯a���¥���Tµa©jÙ�©�ªg¦����� �¡k«�©¤Ü
ªT��© ¡

xa ≤ ∑
b∈Πa

xb ∀ a ∈ AIVB ∪AIII
ë � Ê°! Ì ì

xa +
∑
b∈Πa

xb ≤ 1 ∀ a ∈ AIVB ∪AIII
ë � Ê°! Ì�Ì ìÔ²

Ê;���x¸���ÝK�����³¹�£d¯a���V£¤���±�¥�2Ù�©�ªg¦����� ¥¡k«�©�ªT��©%����©d�����¥�������VÉ±«�¦â¨a������ª*����©d£j«�©d£Ï¯3©d£����������¥�������x£¤���2Ð��±��������Ë·����µ3Ü
©d��©1§�É±ªg¦I²ø£����¼Ê�����©d��������Öd �Ë¤£d¯3«d����*µ·£���¦�¦���������©p¹#Ëa¯3©�©c�����¼����¦Ñ®Ò��£����¼��©k����Þ����± �¡d��©d£���© È+��©�ªT��©

Πa«�©d£
Πa
¯3©W¯3¦�µaª*É±«��à¸���Ý������V®ÒÖ��x£¤���	Ê�����©d����������¦�£d¯3«d����ªT�Ô®ÒÖ�¡����xÝ�����£���©p²



#a½ �a5+�@1e8F=@7â�)��?°D;:���7��©íU=@?ËÉ�����26Æî�"!�?�Æ°:��
	Þ132a:�8»562WAB=@2ÇÆW= :´� �@2�<
��{ ��{ ~ ��UdRTSVUW^a^3UdRkmK[�o n�UdRc_�` ] RkP,[&vpU}n&m&Rk` ] � +©æ�^
Ê����±�����x¬�§d�� �¡�©�������§t�Ô®I¯Ög�x���� �¡E�����x£���©E°���ªk¨3©�É±«�©�ªT����¦����*��©e����©+«�©d£E£�������© � µg��������µa©d��¦�µaªg��Ët²,¶·µ�ªg��§��
�±�	É±«�� ¸�������Þ�����¦K¬�«¤®×ªk¯3§,��©p¹p£¤����©k«��¢É±« ¸���ªg��©�©cµ·£����¼°�©d£�������©d�±�¢Ê�����©d�����±�³¹#£(² ¡1���>����������©c§�É±Ý	²
¦�����É±����©�Ê�����©d����������¦d§�É±Ý	²gÜM����Öd �Ë,¹T����¦��±£¤��ªg��Ý�����£���©��¢Öd�¥����©p²T¬�©d£������V¬�«¤®Òªk¯3§t��©��¢Öd������©�©e«���É±ÝV���� ¥¡d��©
É±ÝK���#Ê�����©d����������¦���©Ï§�É±Ý	²·ÜM����Öd �ËT��©%����¦��±£¤��ªg�xÝK����£���©p²hÙ��@£¤���±���;Þ,µg��������µa©d�¥¯3§�¡W¨3©�ªg��ªT��©%Ð��±��������Ë·����µa©d��©
¯3©�£¤����Ê�����©d������§�É±Ý	²(£�������©1Û;©dµa����© �*µ·£���¦�¦���������©�É±« ËTÎa©�©d��©p¹(§,��©dÎa����ªg�2��¯3©�®×Ö��¢¯3¦�¦��*¯3«d�¢°���ªk¨3©¤Ü
É±«�©�ªT����¦����*��©e����©%��©d£¤«�É±����������©+Û;©dµa����©8®Òµa¦�ªT��©d£���©%�¶*·Þ���������������©EÌl©�Þ�«�� ¡

´@*·Þ °���ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò��§�É±ªg¦I²d£����x¬�©�ÉC¯3¡�¦
� ©e«�� ½ �����VÉ±«�¦â¨a������ª
� ©e«�� � �����VÉ±«�¦â¨a������ª
� ©e«�� ½ «�©d£ � ����©d£8É±«�¦â¨a�¥����ª
¾ ©e«��

n ≥ 2
�����VÉ±«�¦â¨a������ª

º ©e«�� ½ «�©d£
n ≥ 2

����©d£8É±«�¦â¨a������ª 9ã ©e«�� � «�©d£
n ≥ 2

����©d£8É±«�¦â¨a������ª
# §,��¦�����§���ª

Ê2¯a�&����©d£�¯3¦�¦���®ÒÖ��K£¤���V§,�³¯3��§t������������©jÌl©d���¥¯3©�É³��©�����¦����g¯3©k����©j´@*·Þt��©p¹kÝKµa§,���h£¤���x°���ªT��©d�� �¡W¯�®Ò�K§�É±ªg¦I²e£����
¬�©�ÉC¯3¡�¦#¯3©�ªg��§��³¹�ÝK��¦� ¥¡d�	�*Îaªg¦��� ¥¡d�¼¬�©�ÉC¯3¡�¦,®×Ö���£¤����®Òµa¦�ªT��©d£���© � ¯3�¥¯3�*��������É±«�¦â¨a������ª*�����³²

Ü ´C*eÞj®ÒÖ��V�Tµa��¡d����ªT��©d£��Ê�����©d����������¦��
pDienstteilv ∈ {1, 2 . . . 7} v ∈ VE

Ü ´C*eÞj®ÒÖ��V�Tµa��¡d����ªT��©d£��Ê�����©d��������Öd �ËT�
pDienststückv ∈ {1, 2 . . . 7} v ∈ VE

Ü ´C*eÞj®ÒÖ��V©W¯a �¡¤®Yµa¦�ªT��©d£��Ê�����©d����������¦��
sDienstteilv ∈ {1, 2 . . . 7} v ∈ VE

Ü ´C*eÞj®ÒÖ��V©W¯a �¡¤®Yµa¦�ªT��©d£��Ê�����©d��������Öd �ËT�
sDienststückv ∈ {1, 2 . . . 7} v ∈ VE

°��¼ÝK����£���©}¯3¦���µ8®ÒÖ��(Õ��±£���©cÛ;©dµa����©p¹�£����¼�Tµa©c����©d����°���ªk¨3©�É±«�©�ªT����¦����*��©k����©d£¤«�É±��������ÝV«���£��g¹ø£¤���±���
�·����� � ¯3�¥¯3�*���������T����Ý�¯3¦������³¹h£¤���	£¤��� � µg��������µa©d��¦�µaªg��Ë8£��±��Û;©dµa����©d������©d£���«�����ª*§t�±���������*��©p²

;=g�ESAM_=AMO%.JZ[RGR.EG_kL�^KAMO�h8U�RGRG_kL*Ý[I�^YEGT�\]ADE�L�H�ZwRG?BAMO�AXO=u�Ý[HKI(LzárU[?Wu.U�HKR�¦§¨YO�_PÝ[t�LPRGEGF*HJA�?BAzZÙOP?BADE�LPAMLPA0/öIJ_kL*ZwIJCDAMI�^KAMO*ZÙO=LPEGT�A��OPT]Ý[IKCDsJIKT�_=ADRGADt�AMIWLPA�IKEGFXH(LbZ[sY¦ÜL=O*ZÙLPADIÛd
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g ó�ZTòj�øý �#þM
�lB��
b�OþM
�öhþM�#þeó��#þ·ó ñ ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ý×þ

ë�¡�©�¦��� �¡ É±« £���� � µa��ªT��¡d��©d��ÝK������� §,���;£���© � Êa!��j¦â¯a�¥����© ���� �¡Q®ÒÖ���Õ��±£���© Û;©dµa����©
v ∈ VE

¯3«d ¥¡
��Þ,��É±����¦�¦��	¸�µaªT��©��*��©�ªT��©E§,�±���������*��©p²

Πv = {e ∈ AIVB
�����

st(e) < et(v)}.

Ê����±���8È+��©�ªT�Ï��©k��¡W¨3¦��j¯3¦�¦��Ï¸�ÎaªT��©p¹�£¤���Ï����©d��© Ê�����©d����������¦x�Tµa��£����6Û;©dµa����©
v
����©�¦���������©p² �T�8©W¯a ¥¡

´@*·Þ8Ëg¯3©�©���¯3©8£d¯3©�©8¦���©d�³¯3���2¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©8®Yµa���¢«�¦���������©p¹d£¤���;£¤��� � µg��������µa©d��¦�µaªg��Ë8¯3§�§�§���¦�£���©p²dÊ����±���
ÝKµa¦�¦���©%ÝV����®Òµa���¥¯3©E����� � µg��������µa©%Ípµaªg�� u!�µa©d�����¥¯3��©k���³¹WËe«���É � ÍF!��³¹�§,��É³���� �¡�©d��©p²

pDienstteilv

É±«�¦â¨a������ªT�	¬�©�ÉC¯3¡�¦ � Í�!��
� ½ ∑

e∈δ+(v)

xe + xa ≤ 1 ∀ a ∈ Πv

� � ∑
e∈δ+(v)

xe + xa + xb ≤ 2 ∀ a ∈ Πv, b ∈ Πv\{a}
� ½ «�©d£ � ∑

e∈δ+(v)

xe + xa + xb ≤ 2 ∀ a ∈ Πv, b ∈ Πv\{a}
∑

e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

¾ ©
n

∑
e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

º ½ «�©d£8© Ü�:
ã � «�©d£8© ∑

e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

# §,��¦�����§���ª Ü

g ó�ZTòj�øý �#þM
�ó#ò»���Q¶�tý×öWþeó��øþeó ñ ü þ·óOõ ÿ±ÿ þ ü ý×þ

Ê����2È%��©�ªT�
Πv
��©e��¡W¨3¦���¯3¦�¦��	¸�ÎaªT��©p¹d£¤���¢����©d��©EÊ�����©d����������¦p©W¯a �¡%£�����Û;©dµa����©

v
����©�¦���������©p²

Πv = {e ∈ AIVB
�����

et(v) < st(e)}.

Ê2¯3����������ªT��§,��©E���� �¡Ï®Òµa¦�ªT��©d£�� � Í�!��V®ÒÖ��x£¤���ÊÕ���ÝK����¦���ªT��©%Û;©dµa����©e�¶*·Þt��© ¡

fXg�ESAM_=AMO�.�ZwRGR�\�ZwIJIµIKEGFXH(L8t�E�L21iESR�¦ÜAi^YAMO3/=VJa�UW^KAXO�.4VJa�t�UW^KAMRSRGEGAMO=L�uoAMO*^YADIÛd]�8_�?JEGAMLPAML�_=EGFXH54öAz^KU(F*Hv^KEGAi÷76�T�RGEGF*HJ\]ADE�L_=U�RGF*HJA
��OPT]ÝwIJCDsKIJT�_=AMRSAMt�ADI(LPA
^KsKOPF*HjCXuoADEQ��IJUwLPADI"^YAD_bã8äYyBAD_58�sKI�^:9�CDs¶OPADyYO*Ý[_=ADI(LPEGAMOPADIQd
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	Þ132a:�8»562WAB=@2ÇÆW= :´� �@2�<
sDienstteilv

É±«�¦â¨a������ªT�2¬�©�ÉC¯3¡�¦ � Í�!��
� ½ ∑

e∈δ+(v)

xe + xa ≤ 1 ∀ a ∈ Πv

� � ∑
e∈δ+(v)

xe + xa + xb ≤ 2 ∀ a ∈ Πv, b ∈ Πv\{a}
� ½ «�©d£ � ∑

e∈δ+(v)

xe + xa + xb ≤ 2 ∀ a ∈ Πv, b ∈ Πv\{a}
∑

e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

¾ ©
n

∑
e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

º ½ «�©d£Ï© Ü
ã � «�©d£Ï© ∑

e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

# §t��¦�����§���ª Ü

g ó�ZTòj�øý �#þM
�lB��
b�OþM
�öhþM�#þeó��#þ·ó ñ ü þeó#õ ÿ õ ÿ S���ôhþ
¬�©W¯3¦�µaª*É±«E£���� � µa��ªT��¡d��©d��Ý��������¼§t���p£���© � Í�!��x®ÒÖ��x£¤��� � µg��������µa©d��¦�µaªg��ËÏ£�����Ê�����©d����������¦��¢¦â¯a������©Ï���� ¥¡
®ÒÖ��>Õ��±£���©EÛ;©dµa����©

v ∈ VE
¯3«d �¡+��Þt��É±����¦�¦��2¸�µaªT��©��*��©�ªT��©%®×Ö��x£¤���2Ê�����©d��������Öd �ËT�	§,�±���������*��© ¡

Πv = {e ∈ AIVB ∪AIII
�����

st(e) < et(v)}.
Ê����±���2È+��©�ªT�	��©k��¡W¨3¦��;¯3¦�¦��	¸�ÎaªT��©p¹d£¤���2����©EÊ�����©d��������Öd ¥Ë��Tµa��£����@Û;©dµa����©

v
����©�¦���������©p²

pDiensstückv

É±«�¦â¨a������ªT�¢¬�©�ÉC¯3¡�¦ � Í�!��
� ½ ∑

e∈δ+(v)

xe + xa ≤ 1 ∀ a ∈ Πv

� � ∑
e∈δ+(v)

xe + xa + xb ≤ 2 ∀ a ∈ Πv, b ∈ Πv\{a}
� ½ «�©d£ � ∑

e∈δ+(v)

xe + xa + xb ≤ 2 ∀ a ∈ Πv, b ∈ Πv\{a}
∑

e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

¾ ©
n

∑
e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

º ½ «�©d£8© Ü
ã � «�©d£8© ∑

e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

# §t��¦�����§���ª Ü

g ó�ZTòj�øý �#þM
�ó#ò»���Q¶�tý×öWþeó��øþeó ñ ü þ·óOõ ÿ õ ÿ S��3ôWþ
Ê����2È%��©�ªT�

Πv
��©e��¡W¨3¦���¯3¦�¦��	¸�ÎaªT��©p¹d£¤���¢����©ÏÊ�����©d��������Öd �Ëj©W¯a �¡+£�����Û;©dµa����©

v
����©�¦���������©p²

Πv = {e ∈ AIVB ∪AIII
�����

et(v) < st(e)}.
Ê2¯3����������ªT��§,��©E���� �¡Ï®Òµa¦�ªT��©d£�� � Í�!�� ¡
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sDienststückv

É±«�¦â¨a�¥����ªT�2¬�©�ÉC¯3¡�¦ � Í�!��
� ½ ∑

e∈δ+(v)

xe + xa ≤ 1 ∀ a ∈ Πv

� � ∑
e∈δ+(v)

xe + xa + xb ≤ 2 ∀ a ∈ Πv, b ∈ Πv\{a}
� ½ «�©d£ � ∑

e∈δ+(v)

xe + xa + xb ≤ 2 ∀ a ∈ Πv, b ∈ Πv\{a}
∑

e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

¾ ©
n

∑
e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

º ½ «�©d£8© Ü
ã � «�©d£8© ∑

e∈δ+(v)

xe ≤
∑
e∈Πv

xe

# §,��¦�����§���ª Ü

��{ ��{ � ��UdRTSVUW^a^3UdRkmK[�o n�UdRc_�` ] RkP,[&vpU}n&m&Rk` ] îC�ìæ�^
¬�¦��¢¦�����É±���jÈ+Îaªg¦��� �¡�ËT�����³¹ø«�©�É±«�¦â¨a������ªT� � ®I¯a£���É±« �T����§���������©p¹øÝV����£c����©�Û�µa©�É³��Þ���Ö�§,����©dµa���*��©p¹�£d¯a�
§,�����ïÍOÎg����©��Tµa©�´�¶ � Ü � ��µa§�¦����*��© ������©�ªT�±������É±��ÝV����£(¹a©W¨3��¦��� ¥¡�£d¯a�&á;��©d������������©��Tµa©�ÌM©¤®Y�³¯a����§�¦�� � ¯3��¡
!�µa©d�����¥¯3��©e���³¹dË·«���É	Ì � !��³²

χTPx ≤ |P | − 1 ∀P ∈ P\D.��������§t���h¡W¯3©d£���¦����±������ ¥¡�§,���
χP ∈ {0, 1}|A|

«�� £���©j¸�µaªT��©���©�É±��£���©�É±�T��Ëe��µa�x£��±� � ®I¯a£��±�
P ⊆ A ¹k£����ÝV���;®Yµa¦�ªg�x£��&Ád©�������������� ¡

(χP )a =

{
1, a ∈ P
0
��µa©d���

.

Ê�«��� �¡8£¤���2á2¯3©�É±ÉC¯3¡�¦���ªgËT�����V�Tµa©
x
ªg��¦��³¹k®Y¯3¦�¦��

P
£¤����ÍOÎg��«�©�ª�£��±��Ð(!V¶ � �����³¹

χTPx = |P | ²�¶·µa������Ëa¯3©�©£¤����ÍpÎg��«�©�ªd¹(£¤«��� ¥¡1£d¯a�2����©�É±«¤®×Ö�ªT��©�£����	��©e����Þ����± �¡d��©d£���© Ì � !�¹p¯3§�ªT�±�¥ �¡�©���������©�«�©d£ £¤����¶· ¥¡��¥¯3©�ËT�
���>ªgÖ�©d������ªT������© ßh¯3¦�¦K�T����§,�±���������ÝK����£���©p²ø»�¯3��Ö���¦��� ¥¡�§t����«�¡e�¼¡�������£¤������µ3Ót©e«�©�ª+£d¯3�¥¯3«¤®�¹ø£d¯a���¢©e«��
����©d�xË·¦�����©d�x´#����¦��*��©�ªT�g¹e£¤����ÝV����®Yµa���¥¯3©*����� IP §�É³���� ¥¡�©d��©jÝKµa¦�¦���©p¹k£�����È%��©�ªT� P\D §,��©dÎa����ªg�&ÝV����£(¹«���£¤���¢¶· ¥¡��¥¯3©�ËT�¼��©e���� �¡d����£���©d£EÉ±«Ï�T����§t�±�¥������©p²
È�¯3© §t��©dÎa����ªg�¢£¤���±�¥�*Ù�©�ªg¦����� ¥¡k«�©�ªT��©p¹#«��>£¤����©��� ¥¡k�¢¦���©d�³¯3����©c°���ªT��©d�� �¡W¯�®Ò����©c£����¼Ê�����©d������É±« �*µ3Ü
£���¦�¦���������©p²V¬�«d �¡ � ®I¯a£��g¹�£¤���+§,������Þ�����¦���Ý���������£¤���+Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��©í£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©ë����®ÒÖ�¦�¦���©p¹
¯3«¤®Òªg��«�©d£%£����;¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªT������ªT��¦9Õ��±£�µ· �¡+ËT����©d��©+Ê�����©d���;£d¯3��������¦�¦���©p¹hËTÎa©�©d��©��¥µa�������T����§,µa����©%Ý�����Ü
£���©p²
°��;¦â¯a���¥��©����� �¡ £d¯3�����¢¯3§t���	¯3«d ¥¡�´O����¦�Þ¤®I¯a£�����ªT��©d�� �¡W¯�®Ò����©1�*µ·£���¦�¦���������©p²p¸�������Þ�����¦���Ý���������ªg��§��2�±�2Ð��ÔÜ
��������Ë·����µa©d��©®×Ö���£¤���&«�©e«�©k������§���µ· �¡d��©d��Íp��©�ËeÉ³����������©d�±��Ê�����©d�����±�³² � ����¦�����É±��£¤��� � ®Y¯a£¤¦�Îg��«�©�ª2£�����Ð(!V¶ �
Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª2£¤���±����¸��±£¤��©�ªg«�©�ªd¹g��µ�Ëa¯3©�©�����������¦Ñ®Y������©d����Ì � !1£�������©k����Þ����± �¡d��©d£��x´#����¦�Þ¤®Y¯a£��T����§,µa����©
ÝK����£���©p¹WÝK����¦O������©8ËT����©d���àÊ�����©d���x£¤���±������Ê�����©d���¥¯3����¯3¦��VÉ±«�¦â¨a������ªT����´#����¦�Þ¤®Y¯a£%¯3«¤®×����������©%Ëa¯3©�©p²
Ê����±��� � ����®I¯3¡�����©d��ÝK�����¥��¯a£d¯3Þ����������ø£d¯a� � ����©�É±��Þ£����OËeÜu¶e¡dµa�����±��� � ¯3��¡¬�¦�ªTµa������¡��*��©p²$�T�±£�µ· �¡�����O£¤«��� ¥¡
£¤����ÉC¯3¡�¦������� �¡d��©+Ð��±����µa«��� ±��©e§t�±£¤��©�ªg«�©�ªT��©E«�©d£8£���©jÛ�µa��Þ�¦��&%Ï£���� � Êa!��x«�©d£ � Í�!��x£¤��� � ®I¯a£¤�*��©¤Ü
ªT������¡d��§�¦��� �¡�����©�ªT�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe�³¹#��µ8£d¯a���	£¤���±����¶e���¥¯3����ªg���g¹O«���¦�����É±����©d£¤¦��� �¡ £¤���*Í(Öd ¥ËT�*É±ÝV���� ¥¡d��©1£����
È%��©����¢«���£�����Ð���¦â¯�%·������«�©�ª�«�©d£8£�����ÈE��©����¼«���£�������©e����Þ����± �¡d��©d£���©�Ê�����©d�����*��©�ªT�2É±«Ï�� ¥¡�¦����EÖT��©p¹
¯3¦��x����©�©e�Tµa¦�¦O§,�����¥¯a �¡e������ÝK����£���©%Ëa¯3©�©p²
�D�4_8H�Z[IJ^KADR�L�_=EGFXH�HKESAXOP?BADEJsKt ^KEGAN?BAMOPADE�LP_.EGIµ�
ZwyJE�LPADR<;��]UwOPT�_kLPADRGR�LPADIvVWsJ?KLPU[sKO=· �4RSEGt�EGI�ZÙLPEGU�I�a.U[IJ_kL=O*Z[EGI(LP_DáW^YESAiÚ�äY\]ADR�]AMOP?KEGAMLPADIÛd
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{�{*{ |Ð���(¥"�9�£���P� �����F��� ð ~;�»���Y� ��~;� �u~>�ËûÈüþýW¤ }^¥
ï�~>��ð�¥��u���
»;¯a �¡d£����Â©k«�©+�*Îaªg¦��� �¡d��Û;¦â¯a������©%�Tµa©%Ù�©�ªg¦����� �¡k«�©�ªT��© É±«�� � ������ ¥¡W¨3��®×«�©�ªj£�����Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��©+�Tµa��Ü
ªT�±������¦�¦��2«�©d£ £¤����È+Îaªg¦��� �¡�ËT�����¢£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�ÞW¯3����������µa©�������«�©�ª�ªT��©W¯3«1����¦â¨3«��������2ÝV«���£���©p¹,®Yµa¦�ªg�2��©
£¤���±������´#����¦O£�����¬���§t�����x£¤���¼¯3¦�ªTµa������¡������� �¡d�¼Ù��*������É±«�©�ª�£¤���±������Ìu£��±��©p²

Nþeõ ÿCü �×�1þeó �#þM
>=Ïó ÿ þ�
3þeó������
�òdó#ôWþÙ�#þeõó° JC�
X ó . ÷ ÿ<? È+��©�ªT�	£�����Ê�����©d���¥¯3������© DTÈ+��©�ªT�	£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�© BRÊ�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡

D = (V,A)Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����;£��±�xÐ�È%Í �
z��÷ ÿ	. ÷ ÿ<?

δ
«�©d£ÏÙ�©e�������¼¶· �¡��¥¯3©�ËT�¢®ÒÖ��x£d¯a�xÈ%Í �

ú*? ¶e�¥¯3�����	�����
δ = 0.00

²
��? ßøÖ���¯3¦�¦��	Ê�����©d���¥¯3������©Ï«�©d£8É±«�ªT��¡dÎa����ªT��©

� ¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©�ªT��©�����¦â¯�%·������«�©�ªT��© ®ÒÖ�¡�����®Yµa¦�ªT��©d£��±��¯3«d� ¡
-�? °���������¦�¦��¼Ð(!V¶ � ÜMÈ%Ì �

dt,br
Ð���¦â¯�%·������«�©�ªd²

H�? ¸��±���������*�2����������¦Ñ®Y�2£��±�xÊ;��¦��¥¯�ÜM¬�¦�ªTµa������¡��¼«d�
δdt,br

²
ù ? ßW¯3¦�¦��

δdt,br > δ¶·����É³�
δ = δdt,br

f�? á���§
δ
«�©d£ z

1+δ¯3¦��xÙ�©k�������¶· ¥¡��¥¯3©�ËT�¢£��±�xÈ+Í � ¯3«d�³²

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª*¾d² º ¡»� ����®I¯3¡�����©ÏÉ±«���¸������± �¡�©e«�©�ª�£�����Ð(!V¶ � Ípµ³Ý�����¸�µa«�©d£(²

Ê2¯3§t���(ÝV����£Ï���@�e����������©�¶· �¡���������£�����®Yµa¦�ªT��©d£��	Ê;��¦��¥¯�ÜM¬�¦�ªTµa������¡��¢«d���T����ÝK��©d£���� ¡
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ñ8þeý ÿ ò V|g ý×ö���
 üâÿ �F��÷Oõ

X ó . ÷ ÿ<? Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡
D = (V,A)Ê�����©d���¥¯3���

dt ∈ DT� ¯3«d����©�����ªT��¦
br ∈ BRÐ(!V¶ � ÜMÈ+Ì � ÌM©d���¥¯3©�É

¬�Þ�Þ���µe%¤����¯3����µa©d��ªT��©W¯3«���ªgËT�����
ε > 0��÷ ÿ	. ÷ ÿ<? ����©�����¯3¦��±�

δdt
¹���µ�£d¯a���x£d¯a�

(δ − PRICE)
Ü � ��µa§�¦����@®ÒÖ��

dt
ËT����©d�	ÍpÎg��«�©�ª*§,�±������É±�

ú*? ¶e�¥¯3�����	Ð(!V¶ � ÜMÈ+Ì � ¬�¦�ªTµa������¡��¼«d�³²
��? ßW¯3¦�¦���¬�©k�lÝKµa����»�����©

á���§
δdt,br = 0.00

¯3«d�³²
H�? ¬�©d£�����©¤®I¯3¦�¦��
ù ? Ìl©������â¯3¦������������

δ0
²

f�? ßø��©d£��
δdt,br

¹���µ�£d¯a����Ð"!V¶ � ÜMÈ%Ì � ¬�¦�ªTµa������¡��¢«d� |c(P )| < ε
¦����Ô®Y�����³²

 3? á���§
δdt
¯3«d�³²

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�¾d² ã)¡ ¬�¦�ªTµa������¡��¢«d��É±«���¸������± �¡�©k«�©�ªj£��±�
δ
²

Ê;���*���± �¡d�����%¶· �¡����������¢«d����©W¯3��Ö���¦��� ¥¡ ©dµ· �¡ ÝK��������������¦â¨3«���������ÝK����£���©p²&¬�¦������������%¶e�¥¯3©d£d¯3��£¤¦�Îg��«�©�ª
ËTµa���¢�%����©d��§���©W¨3���1¶e«d �¡d��®ÒÖ��

δdt
��� ÌM©e�������a¯3¦�¦

(0,∞)
��© ß��¥¯3ªT�g²xÊ����±�jËg¯3©�©pÕ��±£�µ· �¡ É±«í����©d���

����¡d��§�¦��� �¡d��©j¬�©�ÉC¯3¡�¦d©d��«d���K¬�«¤®×��«¤®Y�V£��±��Ð(!V¶ � ÜMÈ+Ì � ¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�K������ªT�³¨3©d£���������©�Û�µg������©�®ÒÖ�¡�����©p²
Ù��@£¤���±���	¬�©�ÉC¯3¡�¦pÉ±«8�T��������©�ªT����©p¹W������¦�¦������� �¡j®Yµa¦�ªT��©d£��¢Ìu£��±�	¯3¦��VÞ��¥¯3Ë·����Ëa¯3§,��¦p¡d���¥¯3«d�³²
Øh« ¸���ªg��©�©�£����2Ìl©������â¯3¦�����������«�©�ªd¹O¶· �¡��������º¤¹Wªg��¦���®ÒÖ��;£���©�¯3Ë·��«d��¦�¦���©�µaÞ�������¯3¦���© � ®I¯a£ � �����2Û�µg������©
c(P )

¹¤®×Ö��x£¤���¢ÍpÎg��«�©�ª
π
£��±��¯3Ë·��«d��¦�¦���©EÐ�Ê�Í � «�©d£8£¤���2É±«�ªT��¡dÎa����ªT��©+ÍpÎg��«�©�ªT��©

x?
«�©d£

s?
¡

cTx? + dT s? −
m∑

j=1

∑

ij∈A
πix

?
ij = c(P ) < 0

Ê2¯3©�©E�����
δ0 > 0

�¥µ�£��&Ád©��������³¹d£d¯a���
(1 + δ0)(cTx? + dT s?)−

m∑
j=1

∑
ij∈A

πix
?
ij = 0

ªg��¦��³²
Ê����±���±�

δ0
�����V§,�����������x����©d�2«�©e�������¶· ¥¡��¥¯3©�ËT�2®ÒÖ��x£d¯a�VªT�±��«d �¡e���

δdt
¹�£d¯

P
����©ÏÉ±«�¦â¨a������ªT��� � ®Y¯a£8�����³²

¶·µa¦�¦����+§t������������©W¯a �¡ £�����©W¨a �¡d������© ¬�Ëe��«W¯3¦�����������«�©�ª «�©d£ Ú�Þ�������������«�©�ª £��±��Ð"!V¶ � |c(P )| < ε
¤

ªT��¦�����©p¹(£d¯3©�© �����
δ0
����©d��¯3«d�������� �¡d��©d£ ªT��©W¯3«d��ÍOÎg��«�©�ª8«�©d�������±� � ��µa§�¦����*�³²O¬�©d��µa©d������©%®I¯3¡�����©�ÝV���

¯3©W¯3¦�µaªÏ®Yµa���	«�©d£ ¯3Ëe��«W¯3¦�������������© £d¯a�
δ
ªT����¨Ö £��±�¼¯3Ëe��«d��¦�¦���©c©d��«d��© � ®I¯a£��±�³²OÊ����±����´O�± �¡�©���Ëc������¦�¦��

���� ¥¡}¯3¦��Ý��±����©k��¦��� ¥¡ ���*É±����©k������ªT��ªT��©eÖ�§t���*£���������©¤®I¯a �¡d��©�§���©W¨3����© ¶e«d �¡d��¡d���¥¯3«d�³²�Ê;������©}¶· ¥¡��������
°���©d��«�©d£E¶·�± �¡d���T����ÝK��©d£������¢Ð(!V¶ � ÜMÈ+Ì � ¬�¦�ªTµa������¡��¢«d��®×«�©�Ë·����µa©��������V®Yµa¦�ªT��©d£�������¯ÖT��© ¡
¥ / I"^YADI"^YsKOPF*HJT�AX¦§¨JHYO=LPADI"ãÛAD_kL=OPADF*HJIWsJIKT�ADIvuNsKO*^KA

ε = 10−8
�]AMO=u.ADI�^YAMLzd



#aã �a5+�@1e8F=@7â�)��?°D;:���7��©íU=@?ËÉ�����26Æî�"!�?�Æ°:��
	Þ132a:�8»562WAB=@2ÇÆW= :´� �@2�<

�I��� �WV ° XE�Kg ý×ö���
 üâÿ �F��÷Oõ

X ó . ÷ ÿ<? Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡
D = (V,A)Ê�����©d���¥¯3���

dt ∈ DT� ¯3«d����©�����ªT��¦
br ∈ BRØh«�¦â¨a������ªT��!K«����
Cdt
®ÒÖ��x£¤��� Õ���Ý�����¦���ªT�¢Ê�����©d���¥¯3���

dt��¯�%¤����¯3¦��¢¬�©�ÉC¯3¡�¦O¸��¥¯3©d �¡ c ¸�µa«�©d£ÏÛ;©dµa����©
kmax

��÷ ÿ	. ÷ ÿ<? Û�µg������©
c(P ) < 0

µ·£����x¬�©e�MÝKµa����»�����©p²

ú*? ßøÖ�ªT�	£�����Ð(!V¶ � ÜMÈ+Ì �
dt,br

Ìl©d���¥¯3©�É
Cdt
¡���©�É±«p²

��? ÍpÎg���	£d¯a��È%Ì � �����6! � ÍO°�é²
-�? � ² ßW¯3¦�¦ ¡ °&�x�&%·��������������ÍpÎg��«�©�ª � ������Û�µg������©

c(P ) < 0
²

¬�©k�MÝ�µa���
c(P )

²
H�? � ² ßW¯3¦�¦ ¡ °&�x�&%·�������������xËT����©d�	ÍpÎg��«�©�ª � ������Û�µg������©

c(P ) < 0
²

¬�©k�MÝ�µa����»�����©p²
ù ? � ² ßW¯3¦�¦ ¡ ¸��¥¯3©d ¥¡ c ¸�µa«�©d£ÏÛ;©dµa����©EÍ(������������������ �¡k�³²A@

lb =
ªT��ªT��©eÝ�¨3������ªT�«�©k��������¶· �¡��¥¯3©�ËT�¢�Tµa© ! � Íp°�é�²

¬�©k�MÝ�µa���
lb
²

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�¾d² #�¡ ¬�¦�ªTµa������¡��¼«d��É±«���ÍOÎg����©E£��±�xÐ(!V¶ � ÜMÈ+Ì � ²

Ê;����Ð(!V¶ � ÜMÈ+Ì � ¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�2��������������¦��2��µa������£¤���¼ÍpÎg��«�©�ª�£�����ªT��ªT��©kÝ�¨3������ªT��©cÐ���¦â¯�%¤������«�©�ªd²hÊ����
¶· �¡W¨3��®Y�Ï£¤���±�����*Ð���¦â¯�%·������«�©�ª1¡W¨3©�ªg�WÕ��±£�µ· �¡ ¯3«d ¥¡ �Tµa© £����WÕ���ÝK����¦���ªT��© È+��©�ªT�

Cdt
¯3§p²�¬�¦�¦�ªT���*����©
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Ê;���	¦�����É±���*¬�§d�� �¡�©������¼¡W¯3�	£¤����É±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£�� � µa��ªT��¡d��©d��ÝK�����¥�*É±«��¢¸��±���������¼«�©�ª%£����	«�©e��������©
¶· �¡��¥¯3©�ËT��©�£d¯3��ªT��¦���ªg��«�©d£E¯3«d �¡%ªT��É³����ªg�³¹h£d¯a���V®×Ö��xªT��������¦����Ê�����©d�����	£¤���	Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª��� ¥¡dµa©
£¤«��� �¡+£d¯a�VÉ±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£���á��¥¯3Þ�¡d��©��*µe£���¦�¦�¯3©%¶· �¡W¨3��®Y�	�T����¦��������³²
¬�¦���¸���¦���ª8£d¯�®ÒÖ�������©d£+É±«�� ����©d��© £¤���¼Ê�����©d����������¦�£d¯3«d����§,�±£¤��©�ªg«�©�ªT��©1É±«�©d��©�©d��©p¹,£¤���§t���ø©��� �¡e�2ªT�ÔÜ
������¦�����©�Ê�����©d������©��������e�â¯3¦�����Ý��������x©��� ¥¡k���T����¦�����É±�K������©�ËTÎa©�©d��©p¹k��µa¦â¯3©�ªT��£¤���xÊ�����©d����£d¯3«d����§t�±£¤��©�ªg«�©�ªT��©
����®ÒÖ�¦�¦�������©d£(²(Øh«��Â¯3©d£�������©�����©d£E£¤���Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©�£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�©�É±«+�� ¥¡kÝ�¯a �¡p¹,£d¯*ËT����©d��Øh«¤Ü
µa��£¤©k«�©�ª1É±« £���© Ê�����©d����������¦���© ªT������µ3Ó,��© ÝK����£���© Ëg¯3©�©p²�°���������§,������Þ�����¦���Ý��������8�*Îaªg¦��� �¡p¹&£d¯a����£¤���
â�«dµa������©k����©�����ªT��¦p®×Ö���£���©�ªT�±� ¯3�¢����©ÏÊ�����©d���aë � ®Y¯a£�ìÔ¹¤£(² ¡p²e®ÒÖ���¯3¦�¦��;Ê�����©d����������¦���Ëe«��¼«�¦�������������®ÒÖ�¦�¦��������³¹
Õ��±£�µe ¥¡�£���©�©dµ· �¡}����©}Ê�����©d����������¦°ëÒ´O����¦�Þ¤®I¯a£�ì�&%·�������������³¹#£�����£���©�����®Òµa��£�����¦��� ¥¡d��©Äâ�«dµa������©k����©}«�©e������Ü
�� ¥¡������������³²
¬�«d�K£¤���±������á���«�©d£�¡W¯3§t��©�ÝV����£d¯a��È+µe£���¦�¦W®×Ö���£¤����ªT��������¦�����©jÊ�����©d�������*µ·£¤�ÀÁdÉ±��������«�©d£�����©d��©8¯3¦�������Ü
©W¯3�����T��©E£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������©�Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©p¹tÝV���2��© � ² � ² � ����¦â¨3«��������³¹WËTµa©d������«��������³²
Ìl©�£¤���±����� á��¥¯3Þ�¡d��©������¢�±�2©k«�©1�*Îaªg¦��� �¡p¹(®ÒÖ��"Õ��±£���© ����¦����a¯3©e����©cÛ;©dµa����©c«�©d£^Õ��±£���Û	¯3©e���*É±«1��©e��Ü
�� ¥¡d����£���©p¹�É±« Ý���¦� �¡d��� Ê�����©d����������¦x������ªT��¡dÎa���³²�Ê2¯3������Ëa¯3©�© ��¯3©}����©d��������������£¤���jÊ�����©d����������¦�£d¯3«d����Ü
§,�±£¤��©�ªg«�©�ªT��©��&%�¯3Ë·���*µ·£���¦�¦���������©�«�©d£ ¯3©d£�������������������®×Ö��2¯3¦�¦���*Îaªg¦��� �¡d��©�Û�µa�¢§���©W¯3����µa©d��©c£���� � ¯3«¤Ü
����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©��&%d¯3Ëe�2����©d��Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªÏ¯3«¤®Ò������¦�¦���©p²t°���© ÝK������������� � µa��������¦�§,�±������¡k�2£d¯3����©p¹,£d¯a���;£¤���
� µg��������µa©d��¦�µaªg��Ë�®×Ö��x£¤���2Ê�����©d����������¦��	§t���p£����xÛ�µa©d������«�Ëe����µa©+£��±��á��¥¯3Þ�¡d��©Ï§,�����������VÖ�§,����Þ���Ö¤®×�VÝ�����£���©
Ëg¯3©�©p¹d£(² ¡p²¤©k«���£¤��� � µg��������µa©d��¦�µaªg��Ëj®×Ö��xÊ�����©d��������Öd ¥ËT�	©dµ· �¡Ï�T����¦�����É±��������©ÏËg¯3©�©p²
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Ê2¯a��¯3¦�¦��±��ÝV����£%ªT��Ý�¨3¡���¦������������	£¤«��� ¥¡+����©d�¼���Â«�©�ªgÖ�©d������ªT������© ßW¯3¦�¦ � ����£�µaÞ�Þ�¦�«�©�ªÏ£�����Û;©dµa����©¤Ü�«�©d£
Û	¯3©k����©��*��©�ªT�¼¯3«¤®ø£����V����©d��©%¶·��������«�©d£8��§t��©8£¤«��� �¡8Ý������������2£¤����©d����������¦â¯3§�¡W¨3©�ªg��ªT�¢Ð��±��µa«��� ±�°!�µa©d��Ü
���¥¯3��©k����¯3«¤®t£�����¯3©d£�������©p²gÊ�����£d¯3�¥¯3«d�����±��«�¦�����������©d£���© � ���¥¨3©d£�����«�©�ªT��©�®×Ö���£¤����Ð��±��µa«��� ±�"!�µa©d�����¥¯3��©k���
«�©d£�®ÒÖ��&£¤���x�Tµa��ªT�±������¦�¦�����©�Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©�£���� � ¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©�ªT��©j����©d£�¡�������Ë·«���ÉV®×Ö��&ªT��������¦�����Ê�����©¤Ü
�����g¹�£(² ¡p²¤®ÒÖ��x£���©EßW¯3¦�¦I¹W£d¯a�x�&%�¯3Ë·�VÉ±ÝK���øÊ�����©d����������¦��	�&%¤��������������©E��µa¦�¦���©p¹W¯3«¤®ÒªT��¦���������� ¡

��{SRø{*) ��UW^3LOm&Rk`¤U¢æ�LO[K^CXgRTP(Gl[OXT^
• g ó�Zkòj�#ý �øþ�
�ñ ü þ·óOõ ÿ±ÿ þ ü ý×þ ∑

e∈AIVB∩A1

xe = 1

∑

e∈AIVB∩A2

xe = 1

• g ó�Zkòj�#ý �øþ�
�ñ ü þ·óOõ ÿ õ ÿ S��3ôWþ
È�¯�%¤����¯3¦��g¹W����©�����¯3¦��¼«�©d£%µaÞ�������¯3¦��¬�©�ÉC¯3¡�¦ø£�����Ê�����©d��������Öd �ËT������©d�±��Ê�����©d�����±��ËTÎa©�©d��©p¹hÝV���
��©�¬�§d�� ¥¡�©������¢¾d² � ¯3«d��®ÒÖ�¡���¦��� �¡1����¦â¨3«��������¼ÝV«���£��g¹(�*µ·£���¦�¦��������	ÝK����£���©p²#Ê��±�;Õ�������������©cËTÎa©�©d��©©e«�©�¯3§,������¯�%¤����¯3¦��g¹h����©�����¯3¦��¢«�©d£%µaÞ�������¯3¦��¬�©�ÉC¯3¡�¦#£�����Ê�����©d��������Öd �ËT�����©d�±��Ê�����©d����������¦��±�
��©%£d¯a�xÈ%µ·£���¦�¦(��©k����ªg����������ÝK����£���©p²hÊ2¯3É±«Ï��������©8®Yµa¦�ªT��©d£�� � ¯3�¥¯3�*��������§,��Ëa¯3©�©e� ¡

λopt
Ü&µaÞ�������¯3¦��¢¬�©�ÉC¯3¡�¦O£�����Ê�����©d��������Öd ¥ËT�ÊÕ��2Ê�����©d����������¦

λmax
Ü���¯�%·����¯3¦��¼¬�©�ÉC¯3¡�¦p£�����Ê�����©d��������Öd �ËT�"Õ��2Ê�����©d����������¦

λmin
Ü�����©�����¯3¦��¢¬�©�ÉC¯3¡�¦O£�����Ê�����©d��������Öd ¥ËT�ÊÕ��2Ê�����©d����������¦

¶·µa�������¢«d������¯3©8®×Ö��VÉ±Ý����pªT��������¦����¢Ê�����©d������®Yµa¦�ªT��©d£��	¸��±£¤��©�ªg«�©�ª�¡���©�É±«¤®ÒÖ�ªT��© ¡
∑

e∈(AIII∪AIVB )∩A1

xe + s+ − s− = λopt

∑

e∈(AIII∪AIVB )∩A2

xe + s+ − s− = λopt

0 ≤ s+ ≤ λopt − λmin
0 ≤ s− ≤ λmax − λopt.

• Ê;�±�øÕ�������������©�¦â¨a������©����� �¡�£¤���K¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©�§�É±ªg¦I²a£�����Ê�����©d����������¦�£d¯3«d����£¤������Ëe��£¤«��� �¡®Yµa¦�ªT��©d£��Ð��±��µa«��� ±�u!�µa©d�����¥¯3��©e���x�*µ·£���¦�¦���������©p¹dÝ�µa§t���
re, r ∈

� |A|
+

²

λopt
ÜKµaÞ�������¯3¦��	Ê2¯3«d��������©d�±��Ê�����©d����������¦��±�

λmax
Ü&��¯�%¤����¯3¦��	Ê2¯3«d��������©d�±�xÊ�����©d����������¦��±�

λmin
Ü&����©�����¯3¦��	Ê2¯3«d��������©d�±��Ê�����©d����������¦��±�

r(u,v) =





et(v) − et(u)
¹
(u, v) ∈ AI ∪AII ∪AIII ∪AV

et(v) − st(v)
¹
(u, v) ∈ AIVB

0
¹
(u, v) ∈ AIVE
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∑

e∈A1

rexe + s+ − s− = λopt

∑

e∈A2

rexe + s+ − s− = λopt

0 ≤ s+ ≤ λopt − λmin
0 ≤ s− ≤ λmax − λopt.

��{SRø{ ~ ��UWJMP.-�GMUdRkmK[�opUW[ïn&UdR��P(mK^�Uh[�RTUdoOUWJ
�������VÝK����£���©%����©���¯3¦O�*��¡���£¤��� � µa��������¦��¢£����x£¤����©d����������¦��&%·ÞW¯3©d£¤����������©�È%µ·£���¦�¦�������«�©�ª�£���«���¦��� ¥¡ ¡Õ ¨3¡�����©d£ ����¯3¦�����©1È+µe£���¦�¦&§t����£����¢Û�µa�¢§���©W¯3����µa©��Tµa©�«�©e�������� �¡����±£¤¦��� ¥¡d��© � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©�£¤���
¶· �¡eÝV��������ªgËT�����2£d¯3����©E§,�±������¡k�¹�Ö�§t����¡W¯3«�Þ���Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©%É±«EËTµa©d������«���������©%«�©d£E£¤���±�x¦�����É±����©d£¤¦��� �¡p¹
£d¯�ËT����©d��Øh«dµa��£¤©e«�©�ª8É±ÝV���� �¡d��© Ê�����©d����������¦�«�©d£�Û;©dµa����©�ªT������µ3Ó,��©+ÝK����£���© Ëg¯3©�©p¹W���9¬�¦�¦�ªT���*����©d��©
©��� �¡e��É±«�§,�±����������©�¶· �¡��¥¯3©�ËT��©�®×Ö�¡����³²k¶·µ;¦â¨a���������� �¡�©k«�©�¡���©�ªT��ªT��©aÕ��±£���Û�µa�¢§���©W¯3����µa©j£������Tµa��ªT�±������¦�¦ÑÜ
����© � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��© ËTµa©d������«���������©p¹,£(² ¡p²h�±��ËTÎa©�©d��©%®×Ö���É±ÝK���øªT��������¦����¼Ê�����©d�����¢�����

µ
É±«�¦â¨a������ªT��©

� ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©c�&%d¯3Ëe�
µ2 ÜI�·����¦��Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��© ËTµa©d������«��������2ÝK����£���©p²#á;����¨a�¥��£���©�§,�����������2����©¤ÜªT�Ô®ÒÖ�¡�������© � ¯3�¥¯3�*��������©�����ªT��§,��©E���� �¡Ï®Òµa¦�ªT��©d£��	¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��© ¡

� ² � þ ü óOþ � òd÷Oõ³þ·óOòdó�
3þ��b�#ó(÷øóOö ü ó���þ ü �øþeó ñ ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ý×þeó
∑

e∈A1

(wmin)exe ≤W dt
max

∑

e∈A1

(wmax)exe ≥W dt
min

∑

e∈A2

(wmin)exe ≤W dt
max

∑

e∈A2

(wmax)exe ≥W dt
min

� ² � þ ü óOþ � òd÷#õ³þeó#òdó�
�þM��øó(÷#ó#ö ü � þM
�õ ÿ þeó�÷øó���N�ýß����ô . òd÷#õ³þeó�
�þeöWþ·ý×÷øó#ö ü � Z�Lþ ü ÿ þeó
ñ ü þ·óOõ ÿ±ÿ þ ü ý

∑

e∈A1

(wmin)exe ≤W dt
max

∑

e∈A1

(wmax)exe ≥W dt
min

∑

e∈A2

(bmax)exe ≥ BT

∑

e∈A2

(bmax)exe ≥ B
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� ² � þ ü óOþ � òd÷#õ³þeó#òdó�
�þM��øó(÷#ó#ö ü �Âþ�
3õ ÿ þeó%÷#ó�� � ÷�� ÿCü þ·ó ÿ þeó�
�þeöWþeýÒ÷øóOö ü �ÔZ�Lþ ü ÿ þeóEñ ü þeó#õ ÿEV
ÿ þ ü ý

∑

e∈A1

(wmin)exe ≤W dt
max

∑

e∈A1

(wmax)exe ≥W dt
min

∑

e∈A2

(bmax)exe ≥
1

q

∑

e∈A2

(wmin)exe

¾d²(N�ýß���3ô . òd÷#õ³þeó�
3þköWþ·ýÒ÷#ó#ö ü � þ�
3õ ÿ þeó ñ ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ý�÷#ó�� � ÷�� ÿCü þeó ÿ þ·ó�
3þköhþeýÒ÷#ó#ö ü � Z�Lþ ü V
ÿ þ·ó ñ ü þ·óOõ ÿ±ÿ þ ü ý

∑

e∈A1

(bmax)exe ≥ BT

∑

e∈A1

(bmax)exe ≥ B

∑

e∈A2

(bmax)exe ≥
1

q

∑

e∈A2

(wmin)exe

º¤²(N�ýß���3ô . òd÷#õ³þeó�
3þköWþ·ýÒ÷#ó#ö ü � ��þ ü �øþeó ñ ü þeó#õ ÿ±ÿ þ ü ý×þeó
∑

e∈A1

(bmax)exe ≥ BT

∑

e∈A1

(bmax)exe ≥ B

∑

e∈A2

(bmax)exe ≥ BT

∑

e∈A2

(bmax)exe ≥ B

ã ² � ÷�� ÿCü þeó ÿ þ·ó�
3þköhþeýÒ÷#ó#ö ü � �&þ ü �#þ·ó ñ ü þ·óOõ ÿ±ÿ þ ü ý þ·ó
∑

e∈A1

(bmax)exe ≥
1

q

∑

e∈A1

(wmin)exe

∑

e∈A2

(bmax)exe ≥
1

q

∑

e∈A2

(wmin)exe

¬�©W¯3¦�µaªT��¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©c����ªT��§t��©����� ¥¡�®×Ö��2£¤����£¤������®Y��¡�¦���©d£���©�Û�µa�¼§���©W¯3����µa©d��©p¹#£¤����£¤«��� ¥¡ � �����¥¯3«¤Ü
�� ¥¡d��©E£����xÐ�����¡d��©¤®Yµa¦�ªT�2£����xÊ�����©d����������¦��	��©d����������¡d��©p²¤ÕQÖ���£��;��¯3©E£���©%á��¥¯3Þ�¡d��©EËTµa��Þ�¦������x�T����£�µaÞ¤Ü
Þ,��¦��³¹�£(² ¡p²K¯3«d ¥¡ Û;©dµa����©Q§t����£���©d��© Þ�����©�É±��Þ�����¦�¦�Ë·¦â¯3�*�����³¹&£d¯a���������Ï���6����������© Ê�����©d����������¦�����¦��±£¤��ªg�
ÝK����£���©p¹,§,�±������É³��© ����©d��©�Ð���Þ��¥¨a�¥��©k�¥¯3©k����©�®×Ö��2£���©�É±ÝK��������©�Ê�����©d����������¦I¹(��µ�ÝVÖ���£���£¤����Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª
ë � ìV£���©d�¥��¦�§t��© Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����2¦����Ô®Y����©EÝV���¢£¤���¼Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªd¹h£¤���¼��©d������¡k�³¹hÝK��©�©+��¯3©EËT����©d� � ¯3«d�¥��©¤Ü
¯3©����± �¡�©e«�©�ª¢���ïÉ±ÝK��������©*Ê�����©d����������¦�«�©d£�¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª	��� ����������©®Òµa��£������³²aÊ�����Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª
�T����¦��������2£d¯3�����;É±Ý�¯3�	¯3©1¶· �¡W¨3��®Y�g¹t�±�������� ¥¡k�	£d¯3©�©IÕ��±£�µ· �¡ ¯3«d��©k«��2����©d��£�����§,����£���© Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©
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Ê����±����°�©k���¥ �¡d����£¤«�©�ªd¹ø��µa¦� �¡d���*Îaªg¦��� ¥¡d��© ¶M*e���*���������±�ÔÓ(��Ë·���*����©�É±«�§W¯3«d��©�«�©d£�¯3«d��É±«�©e«���É³��©p¹(¡W¨3©�ªg�
Õ��±£�µe ¥¡Ï�Tµa©E£�����¬�����£�����Ìl©d���¥¯3©�É³��©%¯3§p²dÌl©Ï£�����ßW¯3¦�¦I¹h£d¯a���x���� ¥¡ÏÝK��©���ªT�¼Û;©dµa����©+¯�Þ�����µa���OÉ±«E����©d���
Ê�����©d����������¦O���± ¥¡�©d��©�¦â¯a������©p¹�������£¤���±��� � µa��ªT��¡d��©d��ÝK�����������©�©k�Tµa¦�¦I¹t£d¯*�¥µa������©k«�� µ∑

k=1

k
�e����¦��¼Ð���¦â¯�%¤���ÔÜ

��«�©�ªT��©EªT��¦�Îg���VÝK����£���©E�¼Öd������©p²hÛ	¯3©�©Ï��¯3©%¯3©d£�������������������£d¯±�Tµa©+¯3«d��ªT��¡d��©p¹W£d¯a����®ÒÖ��x����©d� � ����¦�ÉC¯3¡�¦
�Tµa©�Û;©dµa����©*£�����Ê�����©d����������¦�Á»%·�������������³¹a��µ�Ëg¯3©�©�����©�����¡d��§�¦��� ¥¡d���&Ù�©e�������� �¡����±£�£¤«��� �¡*£¤����Ð�����¡d��©¤®Yµa¦�ªT�
£���� � ¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©�ª%¯3«¤®×����������©p²(Ê����±��ÝV���±£�����«���ÝVÖ���£����±�����± �¡e��®Ò��������ªT��©p¹

µ2 ÜI�·����¦���Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©É±«Ï¦�Îg����©p²

��{SRø{ � F1GIUW[K^CXaXgUWGlJIRTUWG ] UW[&s�LOJIopUWH&RTLpS�JIUWNQPtXTGIv
Ê�«��� �¡Ï£¤���2Û�µa©d������«�Ëe����µa©Ï£����xÊ�����©d����������¦��;�����x����¦Ñ®Y��£�����Øt������¦���©����;Ëg¯3©�©8����£¤����©d����������¦��&%·ÞW¯3©d£¤����������©
á��¥¯3Þ�¡d��©8®Yµa¦�ªT��©d£��	Ð�����¡d��©¤®Òµa¦�ªT��Þ���µa§�¦�����¯3����Ë%¯3«¤®Ò����������© ¡
Ê;�������������¢´@*·Þ

IVB
¸�µaªT��©

a
��©+£���� � ®I¯a£¤¦�Îg��«�©�ª�£��±��Ð(!V¶ � ªT��¡dÎa����É±«���È+��©�ªT�

A2
¹W£(² ¡p²h���x¦����������

£���©�É±ÝK��������©8Ê�����©d����������¦hÉ±«d������������©p¹eÝ�¨3¡�����©d£j£�����É±ÝK�������
IVB

¸�µaªT��©8¯3«¤®O£���� � ®Y¯a£�É±«���È+��©�ªT�
A1ªT��¡dÎa���³²

Ìl© £¤���±����� ßh¯3¦�¦�Ëg¯3©�©���¯3©}����������¦Ñ®Y��£����®Yµa¦�ªT��©d£���© � ¯3����Ú���£����O!�µa©d�����¥¯3��©k�Ùë � Úa!"ì£��±��´C*eÞ,�±�
ß�¶»!�¹���µa¦� �¡d� � ®Y¯a£���®ÒÖ���£���© ¸�µaªT��©

a
�T����§���������©p¹���©d£���� ��¯3©�®Yµa��£������³¹�£d¯a����®ÒÖ�� � ®I¯a£��g¹�£¤���8£���©¸�µaªT��©

a
��©e��¡W¯3¦�����©p¹W§,�����������x£��������������2Ê�����©d����������¦O����©�ªT��¦�����������ÝV«���£��g²

Πa = {b ∈ AIVB ∩A1 | st(b) ≤ st(a)}

xa ≥ ∑
eΠa

xe
ë � Úa!"ì
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Ìl��ªT�±�¥¯3�¢����©EÛ	¯3Þ�������¦OÝV����£Ï£¤���2Ìl£��±�g¹�£¤���	¯3©Ï£¤���¢Ê�����©d�����;ªT�±������¦�¦�����©E¬�©¤®Òµa��£�����«�©�ªT��©E����©d�����¥�������x���
á��¥¯3Þ�¡d��©�«�©d£�¯3©d£������������������*¯3¦���Ð��±��µa«��� ±��!�µa©d�����¥¯3��©k����É±« �*µ·£���¦�¦���������©p¹��T����®Òµa¦�ªg�³²�Ê2¯a��Øh����¦��¼«d���
�±�x������©8����©d�	Ð���¦â¯�%·������«�©�ª�É±«^Ád©d£���©p¹W£¤���;�*Îaªg¦��� �¡d�����e����¦��2°���ªT��©d�¥ �¡W¯�®Ò����©E£�����Ê�����©d�����*��©�ªT�2§,�����������
��� á��¥¯3Þ�¡d��© �*µ·£���¦�¦��������³² � µa�8¯3¦�¦���� £����8Ù�©�ªg¦����� �¡e«�©�ªT��ËTµa��Þ�¦��&% £����VUM£���ªT��©d��������������©'WzÐ��±��µa«��� ±�
!�µa©d�����¥¯3��©e����X¼§���������� � ����§t�±���¥����«�©�ªT��Þtµa����©e���â¯3¦��g²pÊ���� � ¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©�ªg����¦â¯�%·������«�©�ªT��© �T����©W¯a �¡�¦â¨a�����ÑÜ
ªT��©Ï§,������Þ�����¦���Ý��������2ËTµa��Þ�¦�������£¤���	����©�É±«�¡W¯3¦�����©d£���©�¬�©����± �¡�©k«�©�ªT������ªT��¦�©p²
ÕQ����§,�����������&�Tµa��ªT�±������¦�¦��³¹·�&%¤��������������©j��©�«�©d�¥�������-È+µ·£���¦�¦t£¤�����t�T������ �¡����±£���©d�;¬�������©�£�����¬�©����± �¡�©k«�©�ª
����©d���¢Ê�����©d����«�©e������§����± �¡k«�©�ªd²øÕQ���	ÝKµa¦�¦���©1«�©d�2¡�������§t���K�&%¤����Þ�¦â¯3������ ¥¡ ¯3«¤®V£���©1ßW¯3¦�¦I¹p£d¯a�¥�2©k«��	É±Ý����
È+Îaªg¦��� �¡�ËT��������©��&%¤��������������©p¹W§,�±�� ¥¡��¥¨3©�ËT��©p²tÊ�² ¡p²�¹h��©k�MÝ��±£����¢£¤���¢Ù�©k������§����± ¥¡k«�©�ªÏÝV����£�¯3¦���µa§�¦���ªk¯3��µa���ÑÜ
�� ¥¡d� � ¯3«d�¥�¢¯3©�ªT�����± �¡�©d���;µe£����x�±�xËTµa���¢��É±«EËT����©d����¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªj£����xÙ�©e������§t�± ¥¡k«�©�ª8¯3¦�� � ¯3«d���g²3Y
Ê����KØh«�¦â¨a������ªgËT�����#����©d���#¬�©����± �¡�©k«�©�ª�¡W¨3©�ªg�p�Tµa�#¯3¦�¦����ë�Tµa©¢£����O¬���§t��������É³�����p�Tµa�p§�É±Ý	²±©W¯a ¥¡¼£¤���±�����OÙ�©¤Ü
������§����± �¡e«�©�ªj¯3§p¹¤¡�������É±«8ªg��§����±���*�������V����©�����¯3¦��2«�©d£j��¯�%¤����¯3¦��	Ð��±��������Ë·����µa©d��©p²�Ê����±���¢Øt������®Y��©d�������
§�É±Ý	²,£¤��� � µg��������µa©�£���� � ¯3«d�¥��©+��©�©d����¡W¯3¦�§�����©d�±�;Ê�����©d�����±�;����©d£+���ÂÉ±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£���©1Ê�����©d����Þ�¦â¯�Ü
©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©%©��� ¥¡k��ªT�±����ªg©d�����*µe£���¦�¦�������§W¯3�³²
Ìl©�£¤���±������¬�§d�� �¡�©������V��µa¦�¦(£��±��¡W¯3¦�§8����©d�;È+Îaªg¦��� �¡�ËT�����V�Tµa��ªT�±������¦�¦���ÝK����£���©p¹�£���©Eá��¥¯3Þ�¡d��©�®ÒÖ��V¸K¦�µ· �ËeÜ
ÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��© ªT�±����ªg©d���*É±«}�&%·ÞW¯3©d£¤��������©p²�Ê����8Û�µa©d������«�Ëe����µa© ��µa¦�¦��Tµa����������¯3� ¸�������Þ�����¦x����©d���
� ÜM¸�¦�µe ¥ËkÜ � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�®ÒÖ��VÉ±«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT��©d£��¼Ê�����©d������Z��Tµa��ªT�±������¦�¦���ÝK����£���©p²
ßøÖ��ø£¤���±�¥�&Ê�����©d���¥¯3����«�©d£¼£¤���±�¥� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª	�&%·��������������©¢®ÒÖ���Õ��±£���©�Û;©dµa����©

v ∈ VD∪VE
¦��±£¤��ªg¦��� ¥¡

£¤�����p�*Îaªg¦��� ¥¡d�Øh«d���¥¨3©d£�� ¡
Ü B Ê���� � ¯3«d����©�É³������£��±��Ê�����©d������¦����*��©k��§,�±���¥¯3©d£¤������¦��±�³¹,£����x£���©EÛ;©dµa����©Ï����©d£¤«�É±�������³¹

ÝV����£Ï¯3¦�������������� � ¯3«d����©k§�¦�µ· �ËEªT��©k«���É±�³²
Ü PRE Ê���� � ¯3«d����©�É³������£��±�xÊ�����©d������¦����*��©e��§t�±���¥¯3©d£¤������¦��±�³¹,£����x£���©EÛ;©dµa����©Ï����©d£¤«�É±�������³¹ÝV����£j©��� �¡k�;¯3¦�� � ¯3«d����©k§�¦�µ· �Ë8ªT��©e«���É±�

«�©d£j¦�����ªg�xÉ³������¦��� �¡%�Tµa��£���������������© � ¯3«d����©k§�¦�µ· �Ë,²
Ü POST Ê���� � ¯3«d����©�É³������£��±�xÊ�����©d������¦����*��©e��§t�±���¥¯3©d£¤������¦��±�³¹,£����x£���©EÛ;©dµa����©Ï����©d£¤«�É±�������³¹

ÝV����£j©��� �¡k�;¯3¦�� � ¯3«d����©k§�¦�µ· �Ë8ªT��©e«���É±�
«�©d£j¦�����ªg�xÉ³������¦��� �¡%©W¯a �¡%£����@����������© � ¯3«d�¥��©k§�¦�µ· �Ë,²

¬�©W¯3¦�µaª+É±«���§�����¡d������ªT��©}»�µa�¥¯3����µa©}�Tµa© Û;©dµa����©e�¶*·Þt��© Ëa¯3©�© ��¯3©}£¤����Û;©dµa����©��*��©�ªT�
V
��µa�����*¯3¦��

� ��������©���ªg«�©�ª
VPRE ∪ VB ∪ VPOST ∪ VH

£d¯3��������¦�¦���©p²
á;����¨Öz£¤���±�����jØh«d���¥¨3©d£��8����ªT��§t��© ���� �¡�®ÒÖ��WÕ��±£���© ¸�µaªT��©\[

a ∈ A\{AIV ∪ AV }
®Yµa¦�ªT��©d£��8�·�����³¹

�Tµa��´@*·Þ8£�������©�É±��£���©e����©EÛ;©dµa����©E¯3§�¡W¨3©�ªg��ªT�g¹¤����¦����g¯3©k���2¸�µaªT��©k�T*eÞ,��© ¡ PRE → B ¹ PRE → PRE ¹
B → POST «�©d£ POST → POST ²È%���j����¦Ñ®Y�+£¤���±�¥���ÏÊ��&Ád©�������µa© Ëa¯3©�©í¯3«d�Ï����©d��� Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©

D = (V,A)
����© ©d��«d���

�&%¤ÞW¯3©d£¤������������Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡
D = (V ,A)

����� |V | ≤ 3|V | «�©d£ |A| ≤ 4|A| ËTµa©d������«��������ÝK����£���©p²

] VWFXHKIJE�L=LPAD?BADIKADI¶^KAMOb��RSZ[_=_=ADI7/=VJa@sKI�^�.4VJaid^ g�ESA�^YOPE�L=LPA�÷76�T�RGEGF*HJ\]ADE�L
^YAMO��bIKOPADF*HJIWsKIJT�Z[RG_�U[yKLPEGU�IJZ[RGAµc�ZwsJ_=A�uNEGO*^�EGIm^KEGAD_=AMO�`bADRSZw�YEGAMOPsKIJT��]AMOPIJÝ[F*HJRSÝ[_=_=EGT[LzáÛ^KZ^KAXOPADIj`bADRGAD�[Z[IJC�RSAD^KEGT�RGEGFXH"¦Ü¨KOi^KEGA�sKIYsKI(LPAMOP?KOPU(F*HJADIv�NOP?BADE�LP_=CDADE�Lb�]U�Ij>.Az^KAMsKLPsJIKTKd_I.e¨YObT�AMLPADEGR�LPA�g�EGADIK_kLPA�¦§U�RGTwL��bI�Z[RGU[T�AD_bEGt�^KEGADIJ_kL=LPAMESRGAM�YyJZ[I�^YEGAMO=LPADIjg�ESAMIJ_kLPyJRSZwIYsKIJT[_=T[O*Z[yKHJADIQd`M<it ^YESA�ta6�T[RSEGF*HJAMO=u.ADEG_=AµCDsKR�Ýw_=_=EGT�ADI�c�ZwsJ_=ADIKCDADE�LPADIQáQ^KEGA�Z[sY¦oã4äYy�/b/b/i>26[T�ADIåRSEGADT[ADIÛáQEGIJ_�÷jUW^KADRGR4CDsmESI(LPADTwOPEGAMOPADIÛá\[Z[IJI
4kAz^YAMOiã8äYy7/b/b/.>.U�T[ADI"CDsjADEGIJADtâ��IKU[LPADI¶sJIJ^�;�>26[T�ADI©AX�KyJZ[IJ^KEGAMO=L�uoAXO*^KADIQd
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Ê����±����Ê;�&Ád©�������µa©�����©d�±�>dfeD&·hÜ	éhg�¼)¾bèM´e±&³B±Ù�|¼)¾b³�ª�¯²±&ÝEµ¶±&³ï®a¯º±&³»´Eµ½¼�·À¾�³jèM³�ä´£äbÝG¾|¼8�»±&³

D
¦â¨a�¥���³¹,£d¯�©e«�© £¤���

¬���§t��������É³�����
wa
®×Ö��;¯3¦�¦��¼¸�ÎaªT��©

a ∈ A ����©d£���«�����ª�®Y�±����ªT��¦���ªg�������³¹W¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©�§�É±ªg¦I²h£�����ÈE��©d£��±����Ü«�©d£ÏÈ�¯�%·����¯3¦â¯3��§,��������É³�����x�Tµa��§�É±Ý	²�©W¯a �¡E£���������������©E¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d�¥�;ÝV���;®Òµa¦�ªg��É±« ¡

∑

a∈A∩(VPRE×VB)

xa = 1
ë×¾d² � ì

∑

a∈A∩(VB×VPOST )

xa = 1
ë×¾d² � ì

∑

a∈A∩(VPRE×VPRE )

waxa ≤ WPRE
max

ë×¾d² � ì
∑

a∈A∩(VPRE×VPRE )

waxa ≥ WPRE
min

ë×¾d² ¾Mì
∑

a∈A∩(VPOST ×VPOST )

waxa ≤ WPOST
max

ë×¾d² º,ì
∑

a∈A∩(VPOST ×VPOST )

waxa ≥ WPOST
min

ë×¾d² ã ì

Ê�����¸��±£¤��©�ªg«�©�ªËë×¾d² � ì�«�©d£ ë×¾d² � ì��*µe£���¦�¦���������© £d¯3§t���¼£¤����°>%¤��������©�É1����©d���ÏÉ±«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT��©d£���©
¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d�¥�Ï¯3«d�������� �¡d��©d£�����Í#¨3©�ªT�8��� � ®I¯a£(¹�ÝKµa§,���x����©d�8£����§,����£���© á�¦����� ¥¡k«�©�ªT��© µ3Ó(��©d���� ¥¡k��¦��� �¡
���±£¤«�©d£d¯3©k�j�����³²&Ê����EÉ±« ����®ÒÖ�¦�¦���©d£���©Q¬���§,��������É³������®Ò��©d���������Tµa��§�É±Ý	²&©W¯a �¡ £�����¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d���ÏÝ�����£���©
£¤«��� �¡+£¤���2¸��±£¤��©�ªg«�©�ªT��©�ë×¾d² � ìMÜ|ë×¾d² ã ìV���� �¡d����ªT�±������¦�¦��³²
°���©d� � ���¥¯3¦�¦�ªT���*����©d����«�©�ª+£¤���±�����2È%µ·£���¦�¦�������«�©�ªj®×Ö��;©¤ÜM¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©1Ëg¯3©�©�ÝV���¢®Yµa¦�ªg�;ªT�ÔÜ
�� ¥¡d��¡d��© ¡

Ü © Þ,µg��������µa©d�¥¯3§�¡W¨3©�ªg��ªT��Øh«d���¥¨3©d£��;®ÒÖ��xÛ;©dµa����©p¹
£�������© � ¯3«d����©�É³�����;¯3¦��x¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d���	ªT��©k«���É±��ÝV����£(²

Ü ©3i � Þ,µg��������µa©d�¥¯3§�¡W¨3©�ªg��ªT��Øh«d���¥¨3©d£��;®ÒÖ��xÛ;©dµa����©p¹
£�������© � ¯3«d����©�É³������©��� �¡k�;¯3¦��x¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d�¥�2ªT��©k«���É±��ÝV����£(²

Ìl©¢¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�¾d² ' ����©d£¢£¤���&¸�µaªT��©e�¶*·Þt��©«�©d£¢Û;©dµa����©e�¶*·Þt��©p¹a£¤������©£¤���±����©¯3¦�¦�ªT���*����©d��©�ßW¯3¦�¦·����¦����a¯3©e�
����©d£(¹�£d¯3��ªT�±������¦�¦��³²�ÈE��������¦��j£¤���±�����jÛ�µa©d������«�Ë·����µa© Ëa¯3©�© ��¯3© ¯3«d������©d���=Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©
D = (V,A)

����©8�&%·ÞW¯3©d£¤����������©ÏÊ�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡
D = (V ,A)

®ÒÖ���£¤����©¤ÜM¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª
����� |V | ≤ (2n+ 1)|V | «�©d£ |A| ≤ (3n+ 1)|A| ËTµa©d������«���������©p²
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relevante Bogentypen

Keine Pause

Blockpause

Hilfsknoten 

1 2 n

...

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª)¾d² ')¡ Ð���¦����a¯3©e��� ¸�µaªT��©k�T*eÞ,��©à®×Ö�� ©¤ÜM¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT�&%¤ÞW¯3©d£¤����������©>Ê�����©d����Þ�¦â¯�Ü
©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©p²
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Ìl©�£¤���±�¥���6Û	¯3Þ�������¦�����©d£�£¤���Ï����É±����¦�����© °���ªT��§�©���������®ÒÖ��*£¤���j�T������ �¡����±£���©d��©QÐ"!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©
Þ��¥¯�%¤����©W¯3¡d����Ìl©d���¥¯3©�É³��©E£��±�+_ � » � É±«d�¥¯3���*��©�ªT�±������¦�¦��³²

HW{|z ð�~;��ª9���9~;�G¦P�u������~>��ê)�u�j���(� ��~;�
Ê;���V�Tµa��ªT�±������¦�¦����	¬�¦�ªTµa������¡��¢«d��¾d² ºÉ±«��x¸������± �¡�©k«�©�ªj£����xÐ(!V¶ � ÍpµCÝK����¸�µa«�©d£ÏÝV«���£��	¯3©�¡W¯3©d£8�Tµa©
�*��¡���������©}���³¯3¦���©}Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT����©d���¥¯3©�É³��©p¹�£¤��������������¦Ñ®Ò���Tµa©�Ê2¶kÜuÚ � ´ ½ ² ',# ² � ªT��¦�Îg���¼Ý�µa��£���©p¹
ªT�����±�������³²e°>%¤����Þ�¦â¯3�����¥ �¡jÝKµa¦�¦���©�ÝV���K£¤��������É±����¦�����©�°���ªT��§�©����¥���x®ÒÖ���®Yµa¦�ªT��©d£���§,�³¯3��§,������������©�Ìl©d���¥¯3©�É³��©
�Tµa��������¦�¦���©p²WØh«PÕ��±£����VÌM©d���¥¯3©�É;�����V£¤���2¬�©�ÉC¯3¡�¦(£����xÊ�����©d������¦����*��©k��§,�±���¥¯3©d£¤������¦��	«�©d£8°���ªk¨3©�É±«�©�ªT�¥��¦��ÔÜ
�*��©k��� |VD ∪ VE| ¹¤£¤���;¬�©�ÉC¯3¡�¦,����¦����g¯3©k�����xÛ;©dµa����© 9 |V | «�©d£j£¤����¬�©�ÉC¯3¡�¦p£����VÊ�����©d���¥¯3������© |DT | ��©®Yµa¦�ªT��©d£�����´#¯3§,��¦�¦��¢£d¯3��ªT�±������¦�¦�� ¡

Ìl©d���¥¯3©�É |VD ∪ VE| |V | |DT |Ì � Ù ½)� ¾ �g� 0)� �
Ì � Ù ½g� ���³½�' �	0 º �
Ì � Ù ½g� #a��' �	0 º �
Ì � Ù ½ ¾ �	0,# ¾ � ¾ ã �
Ì � Ù ½ º ¾kº ½,# 0 ¾ # �
Ì � Ù ½gã ãg�g� º ���$#�# �

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² ��¡ Ê����;§,�³¯3��§,������������©EÌM©d���¥¯3©�É³��©E£��±�+_ � » � ²
¸����K£���© Ê�����©d���¥¯3������©c¡W¯3©d£���¦����±�¢���� �¡ «���´O����¦�É³������£¤����©d�����óëÒ´�ØtÊ°ìÔ¹#É±«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT��©d£��jÊ�����©d�����
ëIØtÊ°ìV«�©d£EªT��������¦����¼Ê�����©d�����^ëIá;Ê°ìÔ¹dÝ�µa§t���ø��©�£���©E§,�³¯3��§t������������©�¶eÉ³��©W¯3������©�¯3¦�¦��¢�Tµa��ªT�±������¦�¦�����© � ¯3«¤Ü
����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©%����¦����a¯3©e������©d£(²�ßøÖ���£¤���±���;ÝV����£8®Òµa¦�ªT��©d£��¢¯3§�Ë·Ö���É³��©d£��¢»�µa�¥¯3����µa©Ï�T����Ý���©d£���� ¡
;=g�ESA��iIKCzZ[HKRe^YAMO���IKU[LPADI�^YAD_�ùiO*ZwyJHJAMIÛáBEGI�^KAMt¢T[ADt�Ýmlì^YAMOig�AM��IKE�LPESU[Im^KAMO�ã8äYyn/b>26�T[ADI���IJUwLPADI©\]U�I(L=O*ZwHJEGAMO=LuNsKO*^YADIÛáJ^Qd HQdJ^YEGAD_=A
�iIKCzZ[HKRÛADI(LP_=yYOPESF*H(LN^KAXO��bIJCzZwHJRQ^KAXOiÚ0ADEGRGADI©EGt�VKc8cóU�HJIKA
>oZ[_=A�a.U[IJ_kL=O*ZwESI(LP_Dd

0�'
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Ü ½ ËT����©d�¢¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªd¹
Ü � ¹ � ¹ � ¸�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª������ � ¹ � µe£���� � ¸K¦�Î· �ËT��©E«�©d£
Ü ã ®ÒÖ��+â�«dµa������©k����©�����ªT��¦�«�©�ªj�����6â�«dµa������©e� ã ²

HW{£¢ ¤p�B~>���9¥aª�~;���������

� ��µa§�¦��������±£¤«�Ë·����µa©d����£��±��©p¹(«��9£¤����á;��ÎbÖT�¼£��±��Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©+É±«+����©�������������©p¹tÝK����£���©���©�£¤���±�����Â¬�§¤Ü
�� ¥¡�©�������©e«�����©¤®Yµa���*��¦�¦ø�Tµa��ªT�±������¦�¦��³²hÊ����¼ªg��«�©d£¤¦���ªT��©d£���© ¬�©d�¥¨3��É³�£d¯�®ÒÖ��³¹h£¤���¼ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT��ÈE«�¦�����Þ�¦���Ëg¯�Ü
��µa����©Ï«�©d£8Ë·Ö���É³�±�����;Õ���ªT�	¬�¦�ªTµa������¡��*��©EÉ±«E©k«���É³��©p¹W����©d£j��©�Â ¸"! 0�'bÃ É±«^Ád©d£���©p²
¬�«¤®×ªg��«�©d£j£����VÊ;�&Ád©�������µa©Ï£��±�VÊ�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©ÏËg¯3©�©j��¯3©jËT����©d�2Ð��±£¤«�Ë·����µa©8¯3«¤®Òªg��«�©d£j£����
Ð��±�¥��µa«��� ±��©c����Ý�¯3������©p¹�£d¯Ï�������·�â¯3¦�����ÝK�������uÕ��±£����¼Û;©dµa����©�§�É±Ý	²ø¸�µaªT��©}¯3«¤®x����©d£��±������©d������©d��� ���±��Ü
��µa«��� ±��©e§t�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe����©

(0, n+m+ 1)
Ü � ®Y¯a£Ï¦�����ªg�³¹d��µ3®Y����©�����©d£��±������©d������©ÏÊ�����©d���x�&%¤�������������³¹�£����x£¤���

É±«�ªT��¡dÎa����ªT��© Ê�����©d������¦����*��©k��§,�±���¥¯3©d£¤������¦���¯3§W¯3��§,���������³²hÊ����´O�±����¦â¨3«¤®Y�g¹t£¤���¼£d¯a��§t��¦���ªT��©p¹,��µa¦�¦���©%¡������
£��±��¡W¯3¦�§%¯3«d ¥¡Ï©��� �¡e���&%¤Þ�¦���É±���x�Tµa��ªT�±������¦�¦���ÝK����£���©p²
Ìl�àá;��ªT��©d�¥¯3��É¢£d¯3É±«E����ªg��§������� �¡%¯3«¤®Òªg��«�©d£Ï£�����Û�µg������©E£¤«��� ¥¡W¯3«d��Ð��±£¤«�Ë·����µa©d��Þ,µa����©k���â¯3¦I¹W�Tµa��¯3¦�¦����
§,�±£¤��©�ªg��£¤«��� �¡+£¤���2ªg¦�µa§W¯3¦��	µa§,�����¼¶· �¡��¥¯3©�ËT�¼�Tµa©

0
²�Ê;��©�©ÏÞ�����©�É±��Þ�����¦�¦ø����©d£jÝV���x©k«���¯3© � ®Y¯a£���©E�����

©d��ªk¯3�����T��©�Û�µg������©c��©k�������±�����������³¹ø��µ8������ ¥¡d����©k���±�	����©�©e�Tµa¦�¦I¹#Û;©dµa����©
v
¯3«d�¼£����>Ê���ªg�¥¯3Þ�¡d��©cÉ±«c��¦��ÔÜ

����©���������©p¹t§t���ø£���©d��©+£¤����¶e«����*��£��±��Ë·Ö���É³�±������©
(0.v)

Ü � ®Y¯a£��±�	«�©d£%£��±��ËeÖ���É³�±������©
(v, n +m + 1)Þ,µg���������}�����³¹�Ý�����¦��±��£d¯3©�© �����8¶e�� �¡d����¡d�����jËT����©Çë×���±����µa«��� ±��©k§,�±�� ¥¡��¥¨3©�Ëe����©�ì

(0, n + m + 1)
Ü � ®I¯a£

ªg��§��³¹ø£����£¤���±����©}Û;©dµa����©
v
��©k��¡W¨3¦���«�©d£c©d��ªk¯3�����T��Û�µg������©�§t�±������É±�³²OÊ����±����¸������¥¯a ¥¡k��«�©�ªT��© ¦â¯a�¥����©

���� ¥¡ ¯3©W¯3¦�µaª�®×Ö���¸�ÎaªT��©}«�©d£}£¤����Í#¯3ªg�¥¯3©�ªT�ÏÐ���¦â¯�%¤������«�©�ª £��±��Ð"!V¶ � £¤«��� �¡¤®ÒÖ�¡�����©p²�È+¯3©�§,�³¯a �¡e���
Õ��±£�µe ¥¡p¹(£d¯a���;��¯3©�£¤���±��� � ����Þ���µ· ±�±������©�ªg��µa«�����©d��©1¦��±£¤��ªg¦��� ¥¡c¯3«¤®�����©�©k�Tµa¦�¦��*´#����¦��*��©�ªT��©1£����	Û;©dµa����©
«�©d£Ï¸�ÎaªT��©%¯3©eÝK��©d£���©���µa¦�¦����g² :
Ê����¢´#�±����¦â¨3«¤®Ò�¼¡W¯3§,��©E¡�������§,���#����ªT��§,��©p¹h£d¯a�����±��¯3�9����©�©k�Tµa¦�¦�������©%�����³¹d¦��±£¤��ªg¦��� �¡ ����©���¯3¦ø£¤���¼Û;©dµa����©
v ∈ VE ∪ VD

É±«j���±������©p¹¤£d¯3É±«�ÝV«���£���©j§,��������������©jÊ	¶kÜuÚ � ´Q§,�����± �¡�©d�����2ÍO¯3ªg�¥¯3©�ªT�2È%«�¦�����Þ�¦���Ëg¯3��µa����©
£��±�xÐ(!V¶ � ªT��©e«���É±�³²
Ê�����°���ªT��§�©����¥����£¤���±�¥���¼£¤«��� �¡�ªT�Ô®ÒÖ�¡�������© � ����Þ���µ· ±�±������©�ªg��µa«�����©d�j����©d£1��©c£���©c¬�§�§���¦�£¤«�©�ªT��© º¤² � Ülº¤² #
£���� � µa¦�¦����¥¨3©d£¤��ªgËT������¡W¯3¦�§,����£d¯3��ªT�±������¦�¦��³¹K��¯3© §,�³¯a �¡e����Õ��±£�µ· �¡p¹�£d¯a����¯3«¤®Òªg��«�©d£ £������T���¥¨3©d£���������©
£¤«W¯3¦���©8Û�µg������©8É±ÝV���¥ �¡d��©8£���©8����©�É³��¦�©d��©%¶· �¡�����������©Ï£�����!�µa¦�«���©Eá;��©d���¥¯3����µa© � ¡W¯a���;£�����ËTµa��Þ�¦��������
Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡+£����;Õ���ÝK����¦���ªT��©+Ê�����©d���¥¯3��������©d��«��x§,�����¥¯a �¡e������ÝK����£���©%�¢«d���C²
Ê2¯a�;��©dµa���*��Ð��±£¤«�Ë·����µa©d��Þtµa����©e���â¯3¦������2¯3©�¡W¯3©d£ £��±��Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©c£����2Ìl©d���¥¯3©�É�Ì � Ù ½)�
®ÒÖ��¼´O����¦�É³������£¤����©d������µa¡�©d�óëÒ¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² 0 ì2«�©d£1����� � ����Þ���µe ±�±�¥����©�ªpëÒ¬�§�§���¦�£¤«�©�ª º¤² ' ì	����ËT��©�©e§W¯3�³²Ú�§kÝ�µa¡�¦W£¤��� � ������«W¯3¦�����������«�©�ª;®×Ö��&á��¥¯3Þ�¡d��©���µa¦� ¥¡d���Ká���ÎbÖT��Þ���µa§�¦�����¯3������ ¥¡*�����³¹3�T����£���«���¦��� �¡e�&������©dµe ¥¡¤Ü
��¯3¦��x£¤���	»�µa�MÝ���©d£¤��ªgËT����� � ����Þ���µe ±�±����©�ªg��µa«�����©�����©+É±«Ï����Þ�¦����*��©e����������©p²
Ìl©d��ªT�±�¥¯3�¢��Ëg¯3©�©���¯3©Ï¯3©�¡W¯3©d£j£¤���±�����VÌl©d���¥¯3©�É³��©�É±«8£�����¶· �¡�¦�«»Ö�ªT��¦â¯3©�ªT��©p¹W£d¯a�������� �¡��Tµa�x¯3¦�¦���� ®ÒÖ��
É±«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT��©d£��+Ê�����©d�����8£¤���±������Øh«d�¥¯3��ÉC¯3«¤®ÒÝ�¯3©d£ ¦�µa¡�©k�³¹�«�� £¤���8��ÞW¨3������É±«}¦�Îg�¥��©d£���© Ð(!V¶ �
Ìl©d���¥¯3©�É³��©�É±« �T��������©¤®Y¯a ¥¡d��©p²pÊ���� � ��µa§�¦�����¯3����Ët¹p£d¯a�¥��®ÒÖ��;ªT��������¦�����Ê�����©d������Ëa¯3«�� Û;©dµa����©���©e��®Ò����©e�
ÝK����£���©QËTÎa©�©d��©p¹�Ëg¯3©�© ÝV���±£�����«���£¤«��� �¡ £¤���8ªg��Îg���������Ï¬�©�ÉC¯3¡�¦�����¦â¯�%¤������������Ê�����©d����§���¦�£¤«�©�ªT�¥����ªT��©¤Ü
�� ¥¡W¯�®×����© ����Ë·¦â¨3����Ý�����£���©p¹(£(² ¡p²h�Tµa�2¯3¦�¦���� £¤«��� �¡ £¤����Øt������¦���©������&%·��������������©�����©d� � ����¦�ÉC¯3¡�¦��Tµa©+«�©�É±«¤Ü
¦â¨a������ªT��© � ®Y¯a£��g¹d£¤���	É±«E£¤���±����©ÏÐ��±��«�¦��¥¯3����©8®×Ö�¡�����©p²

fo.e¨YO01�EGR�¦§_=\WIJUwLPADIÛá*1iESR�¦Ü_=?<6�T�AMI¹sJI�^ó>26[T�ADI@^KAD_�ã4äKyBAM_a/�_=EGI�^ ^KEGAD_=A©>.AXL=O*Z[F*HWLPsKIJT[ADI�IKESF*H(L�_=EGIJIW�]U[RSRßá�^JZå^KAMOPAMI`bAz^KsKI�^JZwIJCiT�T[¦ d�EGt�yJRGEGCDE�LiZ[sK_i^YAMON`bAz^KsKI�^JZwIJC�Z[I�^YAMOPAMOb��IJUwLPADI¶¦ÜU�RGT[Lzd
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Ê�����©d���¥¯3��� ªT�����±���������	Û;©dµa����© ��¦�������©����������¼Û;©dµa����© §,��©dÎa����ªg���
v ∈ VD ∪ VE v ∈ V Øt��������©E���± g²

á;Ê ��0g� ã)� ½ ¹ 'g�)�³�
ØtÊ � ¾ � ãg� ½ ¹ �	0gãg�
´�ØtÊ � ¾ � �)� ¾ ½ ¹ �	'g�,#
á;Ê ��0g� º3¾ � ¹ ��0g�,#
ØtÊ � ¾ � º ' ½ ¹ �	',# ¾
´�ØtÊ � ¾ � �)��� ½ ¹ � ¾g¾ 0
á;Ê ��0g� ãg� ½ ¹ 'g½�0 º
ØtÊ � ¾ � ã º ½ ¹ �	0,#a�
´�ØtÊ � ¾ � �g�,# ½ ¹ �g� º �
á;Ê ��0g� ãg� ½ ¹ 0�0,#�#
ØtÊ � ¾ � ã�' ½ ¹ �	0gãg�
´�ØtÊ � ¾ � �g� º ½ ¹ �	'g�g½
á;Ê ��0g� ãg½ ½ ¹ 0�' ¾ ã
ØtÊ � ¾ � ãgã ½ ¹ �	0,#b'
´�ØtÊ � ¾ � �g� º ½ ¹ �g��',#

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �)¡ °���ªT��§�©��������	£���� � ����Þ���µe ±�±�¥����©�ªg��µa«�����©d�2®ÒÖ��xÌM©d���¥¯3©�É¢Ì � Ù ½)� ²

Ê�����©d���¥¯3��� ªT�����±���������	Û;©dµa����© ��¦�������©����������¼Û;©dµa����© §,��©dÎa����ªg���
v ∈ VD ∪ VE v ∈ V Øt��������©E���± g²

á;Ê ¾g¾ � ½ ½ ¹ #a� º �
ØtÊ º ��' � º ½ ¹ ã º 'g�´�ØtÊ ºgº3¾ 0gã ½ ¹ #a� º �
á;Ê ¾g¾ � ½ ½ ¹ 0�' º3¾
ØtÊ º ��' �)� ½ ¹ ã,# º �
´�ØtÊ ºgº3¾ �g��' ½ ¹ #a�gãg�
á;Ê ¾g¾ � ½ ½ ¹ #aã º3¾
ØtÊ º ��' �)� ½ ¹ ã,# º ã
´�ØtÊ ºgº3¾ ¾ ã ½ ¹ #a�gã º
á;Ê ¾g¾ � ½ ½ ¹ #b'g�g�
ØtÊ º ��' �)� ½ ¹ ã�0g½ º
´�ØtÊ ºgº3¾ ��0)� ½ ¹ # º 0�0
á;Ê ¾g¾ � ½ ½ ¹ 0g½�')�
ØtÊ º ��' �)� ½ ¹ #a�g� º
´�ØtÊ ºgº3¾ º ã ½ ¹ 0 º � ¾

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �)¡ °���ªT��§�©��������	£���� � ����Þ���µe ±�±�¥����©�ªg��µa«�����©d�2®ÒÖ��xÌM©d���¥¯3©�É¢Ì � Ù ½g� ²
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Ê�����©d���¥¯3��� ªT�����±���������	Û;©dµa����© ��¦�������©����������¼Û;©dµa����© §,��©dÎa����ªg���
v ∈ VD ∪ VE v ∈ V Øt��������©E���± g²

á;Ê ¾g¾ � ½ � ¹ ��'gãg½
ØtÊ º ��' �g� � ¹ � º ½gã
´�ØtÊ ºgº3¾ � ¾ ã � ¹ #aã,#a½
á;Ê ¾g¾ � ½ � ¹ ½gã,#�#
ØtÊ º ��' �g� � ¹ ' º 'g�
´�ØtÊ ºgº3¾ ¾ ãg� � ¹ # º ��'
á;Ê ¾g¾ � ½ � ¹ ½gã,#b0
ØtÊ º ��' �g� � ¹ ãgãg�)�
´�ØtÊ ºgº3¾ ¾ 0 ¾ � ¹ 0�0,#a�
á;Ê ¾g¾ � � � ¹ �$#b0gã
ØtÊ º ��' �g� � ¹ 0g½gãg½
´�ØtÊ ºgº3¾ ¾ ')� � ¹ ½)�³�g�
á;Ê ¾g¾ � ½ � ¹ ¾ #b'g�
ØtÊ º ��' �g� � ¹ ã,#b0gã
´�ØtÊ ºgº3¾ ¾ �)� � ¹ ' ¾ �g�

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² ¾ ¡ °���ªT��§�©��������	£���� � ����Þ���µe ±�±�¥����©�ªg��µa«�����©d�2®ÒÖ��xÌM©d���¥¯3©�É¢Ì � Ù ½g� ²

Ê�����©d���¥¯3��� ªT�����±���������	Û;©dµa����© ��¦�������©����������¼Û;©dµa����© §,��©dÎa����ªg���
v ∈ VD ∪ VE v ∈ V Øt��������©E���± g²

á;Ê �³½,#�� ½ � ¹ '�'�'gã
ØtÊ �³½g��0 ���$# � ¹ #b',#a�´�ØtÊ �³½g�g½ �³��0 � ¹ ½,#aã�0
á;Ê �³½,#�� ½ ¾d¹ 0�0�'gã
ØtÊ �³½g��0 �³� ¾ � ¹ �g�)�	0
´�ØtÊ �³½g�g½ �g��' � ¹ '�0g½ ¾
á;Ê �³½,#�� � ¾ ¾d¹ º �	0)�
ØtÊ �³½g��0 �³� º � ¹ �g�g��0
´�ØtÊ �³½g�g½ �g��0 ¾d¹ ãg½ ¾ #
á;Ê �³½,#�� ã ã ¹ �)�³ãg�
ØtÊ �³½g��0 �³�gã � ¹ #a�)���
´�ØtÊ �³½g�g½ ¾ 'gã � ¹ º '�0g�
á;Ê �³½,#�� ½ ¾d¹ ¾ �,# º
ØtÊ �³½g��0 ���	' � ¹ �gã�0gã
´�ØtÊ �³½g�g½ ��0g� � ¹ � ¾ � ¾

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² º ¡ °���ªT��§�©��������	£���� � ����Þ���µe ±�±�¥����©�ªg��µa«�����©d�2®ÒÖ��xÌM©d���¥¯3©�É¢Ì � Ù ½ ¾d²
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Ê�����©d���¥¯3��� ªT�����±���������	Û;©dµa����© ��¦�������©����������¼Û;©dµa����© §,��©dÎa����ªg���
v ∈ VD ∪ VE v ∈ V Øt��������©E���± g²

á;Ê ¾ �³ãgã ½ �)� ¹ �g��'gã
ØtÊ � º 0�' ��' ¾ �)� ¹ �	0gã º
´�ØtÊ �g��0g� ��0 º �gã ¹ 0g½g½,#
á;Ê ¾ �³ãgã ½ �	' ¹ ½�0�0gã
ØtÊ � º 0�' � º ½ ¾ � ¹ 'gã)�$#
´�ØtÊ �g��0g� � º � �	' ¹ ½g��0�0
á;Ê ¾ �³ãgã ½ �	' ¹ ¾ #��³�
ØtÊ � º 0�' ¾ �g½ �g½ ¹ 0�' ¾ ½
´�ØtÊ �g��0g� 0g��' � ¾d¹ �,#a��'
á;Ê ¾ �³ãgã ½ �	' ¹ �g�g�g�
ØtÊ � º 0�' ¾ �$# �g½ ¹ � º 0g�
´�ØtÊ �g��0g� �³½g��' �g½ ¹ ½)���³�
á;Ê ¾ �³ãgã ½ �,# ¹ �gã º �
ØtÊ � º 0�' ��0g� �)� ¹ ½g� ºgº
´�ØtÊ �g��0g� º #�� �g½ ¹ ½g½g��0

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² ã)¡ °���ªT��§�©��������	£���� � ����Þ���µe ±�±�¥����©�ªg��µa«�����©d�2®ÒÖ��xÌM©d���¥¯3©�É¢Ì � Ù ½ º¤²

Ê�����©d���¥¯3��� ªT�����±���������	Û;©dµa����© ��¦�������©����������¼Û;©dµa����© §,��©dÎa����ªg���
v ∈ VD ∪ VE v ∈ V Øt��������©E���± g²

á;Ê �gãg�g½ ½ � ¾d¹ �)�$#a½
ØtÊ � º � º �g��0 ºgº¤¹ �,#b0g�´�ØtÊ � ¾ #�� �³ã ¾ ã�' ¹ � º '�0
á;Ê �gãg�g½ ½ #b0 ¹ � º ',#
ØtÊ � º � º �g�gã �,# ¹ º3¾g¾ �
´�ØtÊ � ¾ #�� �³ãg� º ' ¹ 'g��'g�
á;Ê �gãg�g½ ½ #a� ¹ # ¾ �	'
ØtÊ � º � º �g� º ��0 ¹ �g� º �
´�ØtÊ � ¾ #�� � º ' ��' ¹ #b0�' º
á;Ê �gãg�g½ ½ ãg½ ¹ 'g�)�	'
ØtÊ � º � º �g�g� ¾ 0 ¹ �gãg�gã
´�ØtÊ � ¾ #�� �³ã�0 #�# ¹ �	0g½ ¾
á;Ê �gãg�g½ ½ º ' ¹ 0�'�0�0
ØtÊ � º � º �g��' ¾ ã ¹ ',# ¾ '
´�ØtÊ � ¾ #�� �³ãg� ãg� ¹ � ¾ 0g�

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² #�¡ °���ªT��§�©��������	£���� � ����Þ���µe ±�±�¥����©�ªg��µa«�����©d�2®ÒÖ��xÌM©d���¥¯3©�É¢Ì � Ù ½gã ²
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ROOT
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37 

34 

22 

29 

46 

49 

74 

69 

 0.6147

57 

52 
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85 

96 

94 

90 
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81 

75 
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147 
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84 
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181 

173 

165 

197 

186 

180 
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205 
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232 

226 
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227 
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240 

246 
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275 
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289 
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309 
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323 

327 

335 

332 

349 

341 

358 

355 

376 

367 

375 

394 

385 402 
419 

414 

409 

END

 0.0000

 0.1700

 -0.5693

 0.2000

 -0.1489

 -0.0341

 0.1553

 0.1420

 -0.1358

 0.1217

#DEB = 153 #EE  = 90#SN  = 81

-0.60 -0.58 -0.57 -0.55 -0.53 -0.52 -0.50 -0.49 -0.47 -0.45 -0.44 -0.42 -0.40 -0.39 -0.37 -0.35 -0.34 -0.32 -0.30 -0.29 -0.27 -0.25 -0.24 -0.22 -0.21 -0.19 -0.17 -0.16 -0.14 -0.12 -0.11 -0.09 -0.07 -0.06 -0.04 -0.02 -0.01 0.01 0.03 0.04 0.06 0.08 0.09 0.11 0.12 0.14 0.16 0.17 0.19 0.21 0.22 0.24 0.26 0.27 0.29 0.31 0.32 0.34 0.36 0.37 0.39 0.40 0.42 0.44 0.45 0.47 0.49 0.50 0.52 0.54 0.55 0.57 0.59 0.60 0.62 0.64 0.65 0.67 0.68 0.70 0.72 0.73 0.75 0.77 0.78 0.80 0.82 0.83 0.85 0.87 0.88 0.90 0.92 0.93 0.95 0.96 0.98 1.00 1.01 1.03 1.05

-0.60 0.0 1.05

¬�§�§���¦�£¤«�©�ªjº¤² 0)¡ Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡%®ÒÖ��x£¤���	Ê�����©d���¥¯3����´�ØtÊïµa¡�©d� � ����Þ���µ· ±�±������©�ª ëÒÌ � Ù ½)� ìÔ²
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ROOT

96 

205 

226 

201 

197 

227 

219 

107 

254 

279 

275 

131 

153 

309 

301 

349 

341 

317 

308 

289 

375 

END

#DEB = 33 #EE  = 15#SN  = 21

-0.17 -0.17 -0.16 -0.15 -0.14 -0.13 -0.12 -0.11 -0.10 -0.09 -0.08 -0.08 -0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 -0.00 0.01 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.10 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.18 0.19 0.20 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 0.26 0.27 0.27 0.28 0.29 0.30 0.31 0.32 0.33 0.34 0.35 0.36 0.36 0.37 0.38 0.39 0.40 0.41 0.42 0.43 0.44 0.45 0.45 0.46 0.47 0.48 0.49 0.50 0.51 0.52 0.53 0.54 0.54 0.55 0.56 0.57 0.58 0.59 0.60 0.61 0.62 0.62 0.63 0.64 0.65 0.66 0.67 0.68 0.69 0.70 0.71 0.71 0.72

-0.17 0.0 0.72

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² ')¡ Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡%®ÒÖ��x£¤���	Ê�����©d���¥¯3����´�ØtÊ ����� � ����Þ���µ· ±�±������©�ª ëÒÌ � Ù ½)� ìÔ²
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ßøÖ���¯3¦�¦���´O�±�������± �¡�©k«�©�ªT��©%ÝV«���£���É±«���ÍpÎg�¥��©�£�����Ê	¶ � Ìl©d���¥¯3©�É³��©8Ê	¶kÜuÚ � ´ ½ ² ',# ² � �T����Ý���©d£����V«�©d£
É±ÝV���� ¥¡d��© ����©�É³��¦�©d��©�!�µa¦�«���© á;��©d���¥¯3����µa© ¬�«¤®Ò��«¤®Ò��© £¤���EÐ"!V¶ � ÍpµCÝK���j¸�µa«�©d£ §t�����± ¥¡�©d���³²&Ê2¯3É±«
ÝV«���£���£����K�Tµa��ªT�±������¦�¦�����¬�¦�ªTµa������¡��¼«d�K¾d² º	�T����ÝK��©d£����³²·Ê����V®Yµa¦�ªT��©d£���©�´#¯3§,��¦�¦���©�«�©d£�á��¥¯3Þ�¡���ËT��©j��µa¦ÑÜ
¦���©Ï�Tµa��¯3¦�¦�����£¤���¢����É±����¦�����©%°���ªT��§�©������¥�;®×Ö��x£¤���	«�©k�������� ¥¡����±£¤¦��� �¡d��© Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªT��©Ï�Tµa��������¦�¦���©p²
Ìl� � µa��£�����ªg��«�©d£j������¡k��£d¯3§,���t£���� � ����ªg¦����� �¡jÉ±ÝV���� ¥¡d��©j£�����Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªµa¡�©d��¸�����Öd ¥Ë·���� �¡k���ÑÜ
ªg«�©�ª¼£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©8�����K£���©�Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��©�®×Ö��K£¤��������©�É³��¦�©d��© � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©p²
ßøÖ��	¯3¦�¦��¼£¤���±����Ð��± �¡�©k«�©�ªT��© ÝV«���£���£����;£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤���������*Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡ ®×Ö��2£¤�������©¤Ü
É³��¦�©d��©�Ê�����©d���¥¯3������© ����ÞW¯3�¥¯3�¼ËTµa©d������«��������«�©d£�����������¦Ñ®Y�*£����¢�Tµa��ªT�±������¦�¦�����© � ����Þ���µe ±�±������©�ªg��µa«�����©d�
���±£¤«�É±�������³²

y�{ ��{*) ��æÏ_ø� +xLh�jUdR+ijL#m&[&nïszØ&R Z UdRk^a` ] GIUWn&UW[�U ��UWJIP.-�GIUdRem&[�oOUW[
N�þkõ	�b��
�þ ü ��÷øóOö��øþ�
Vp&þeõ ÿ 
3þ��b�#ó(÷øóOöhþeó
Ê����*´#¯3§,��¦�¦���©1«�©d£ á��¥¯3Þ�¡���ËT��© º¤² �³� Ülº¤² �)� ������¦�¦���©1£¤���*����É±����¦�����© Ð��± �¡d��©d����ªT��§�©����¥����®ÒÖ��¢£¤���*Ìl©d���¥¯3©�É
Ì � Ù ½)� �Tµa�³²#Ê;¯3É±« ����©d£ ��© ¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �³� Ülº¤² � ¾+£¤����°���ªT��§�©���������£����¼Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��© £����
����©�É³��¦�©d��©%Ê�����©d���¥¯3������©%����£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������© á;�¥¯3Þ�¡d��©%µa¡�©d�	¸�����Öd �Ë¤���� ¥¡k����ªg«�©�ªj£���� � ¯3«d�¥��©¤Ü
����ªT��¦�«�©�ªT��©*£d¯3��ªT�±������¦�¦��³²TÊ������Tµa��ªT�±������¦�¦�����©�¶· ¥¡�©���������§t��©d��©*ÝV«���£���©�§,��� � ����¦�����É±«�©�ª	£���� � µg��������µa©d��¦�µ3Ü
ªg��Ë,¹·£�����«�©e«�©k������§���µ· �¡d��©d��©�Íp��©�ËeÉ³�����³¹�£����VÊ�����©d������Öd ¥Ë·£d¯3«d���V«�©d£j£����VÐ�����¡d��©¤®Yµa¦�ªT�2£����VÊ�����©d����������¦��
¡���©�É±«�ªT�Ô®ÒÖ�ªg�³²(Ê������© £����2�·����������©�¶eÞW¯3¦���������Ý�¨3¡�©k���*¬�©�ÉC¯3¡�¦�£����;ªT�Ô®×«�©d£���©d��©�Ê�����©d�����§,��É±����¡k�	���� ¥¡
¯3«¤®�£���© ªT�±� ¯3�¢����©1¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�¼¾d² º¤¹(£(² ¡p²�Õ��±£���ÍpÎg��«�©�ªE£��±�2Ð(!V¶ � ¹p£¤��������©d��� É±«�¦â¨a�¥����ªT��©1Ê�����©d���
��©k����Þ����� �¡k�³¹hÝV����£8�T����Ý�����������«�©d£Ï£�����Ð�È%Í � ¡���©�É±«�ªT�Ô®×Ö�ªg�³²
Ìl� � ����ªg¦����� �¡í£d¯3É±«QÝK����£���© ��© ¬�§�§���¦�£¤«�©�ª}º¤² � º�Ülº¤² �³ã £¤���%����É±����¦�����© Ð��±��«�¦��¥¯3���%£����jÐ(!V¶ � Ð���¦â¯�Ü
%¤������«�©�ªT��©j£���������©�É³��¦�©d��©8Ê�����©d���¥¯3������©j��� £¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������©%á��¥¯3Þ�¡d��©j������¸�����Öd ¥Ë·���� �¡k����ªg«�©�ª
£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��© §t�����¥¯a ¥¡k�����³²øÊ² ¡p²�¹(£¤���*�Tµa��ªT�±������¦�¦�����Ê��ÑÓ(������©�É±������«�©�ªE©W¯a �¡ � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©¤Ü
ªT��© ÝV«���£���£¤«��� ¥¡�ªT�Ô®×Ö�¡�����«�©d£ £¤����£d¯3É±«�ªT��¡dÎa����ªT��©}Ð(!V¶ � ����§t��©¤®I¯3¦�¦��¼���������¦Ñ®Ò��£��±�¼¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�
¾d² º�µaÞ�������¯3¦pªT��¦�Îg���³²
Ù��B£¤��� Ìl©d���¥¯3©�É Ì � Ù ½)� ¯3§d�¥ �¡�¦����±������©d£ É±« ¯3©W¯3¦h*¤����������©p¹V����©d£ ��© ´ø¯3§t��¦�¦���º¤² �$# £¤��� °���ªT��§�©����¥���
����©d���¢Ý�������������© ´#�±�������± �¡�©e«�©�ª�£d¯3��ªT�±������¦�¦��³²OÊ2¯3É±«cÝV«���£���¯3«d��ªT��¡d��©d£c�Tµa©1£����¼Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª
����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��© Õ��±£����	©��� ¥¡k�¼�����	����©d����Ê�����©d���2ËTµa�����±��Þ,µa©d£¤��������©d£�� � ®I¯a£�£¤«��� ¥¡c����©d�*Ì � !
¯3§�ªT�±�� ¥¡�©���������©p²dÊ�«��� �¡8£¤���±��� � µa��ªT��¡d��©d��ÝK�����¥�;¦�Îg������¯3©j£d¯a���Tµa� � Ð�Ì£!�° � ��µa§�¦�������©d£¤«�É±���������2È%�ÑÜ
©�����������«�©�ªT��Þ���µa§�¦����@�&%d¯3Ëe�³¹k��¯3©�§,�³¯a �¡e���CÕ��±£�µ· �¡p¹·£d¯a���&£¤����¸������± �¡d��©k§W¯3��ËT�����V«�©d£�£¤����Í#¯3«¤®×É³�����������
£¤���±������´#�± �¡�©���ËE¯3§�¡W¨3©�ªg��ª*�Tµa©%£����xªT��Ý�¨3¡�¦�����©+Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª*�����³²
Ìl�@°���©�É³��¦Ñ®Y¯3¦�¦OËa¯3©�©Ï£¤���±��¯3«d ¥¡8®ÒÖ��x£¤���2Ð"!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�µa¡�©d� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�����®Yµa¦�ªg������ �¡+������©p²
Ìl�-¬�¦�¦�ªT���*����©d��©Ï�����V£¤���±���;Ð���¦â¯�%·������«�©�ªWÕ��±£�µe ¥¡8É±«Ï�� �¡eÝ�¯a ¥¡p¹W£(² ¡8£¤���2¬�©�ÉC¯3¡�¦p£�����§,��©dÎa����ªg����©EÌ � !��
�����VÉ±«Ïªg��µbÖd¹d«���¦�����É±����©d£¤¦��� �¡+É±«E����©d���@ªgÖ�¦�����ªT��©EÊ�����©d���xÉ±«8ªT��¦â¯3©�ªT��©p²
ßøÖ���£¤���¼Ê�����©d���¥¯3���2ØtÊ)��������©+¬�§�§���¦�£¤«�©�ªÏº¤² �	0 �&%¤����Þ�¦â¯3�����¥ �¡ £������Tµa©�! � Íp°�é ªT��©d��������������¸K�¥¯3©d ¥¡
cï¸�µa«�©d£Ùcr!K«���¸V¯3«����·����«W¯3¦������������³¹�Ý�µa§t���OËT����©d� � ¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©�ª�§,�����¥¯a �¡e������ÝV«���£��g²
Ê����K¬�§�§���¦�£¤«�©�ªT��©�º¤² �	' Ülº¤² �)� É³����ªT��©���� á2��ªT��©d�¥¯3��ÉV£d¯3É±«�£¤����¸��¥¯3©d �¡�c ¸�µa«�©d£Pc�!K«���¸V¨3«��*�K«�©e�����
¸�����Öd �Ë¤���� �¡e����ªg«�©�ª%£����ÊÕ���ÝK����¦���ªT��© � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©p¹#ÝKµa§,���&¯3«¤®�£¤����Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��©�£���� � «�©d£ �
¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©�ªUëÒ������¡d�	´ø¯3§t��¦�¦��º¤² � ¾Mì��T����É±�� �¡e������ÝV«���£��g²
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Ê����±��� � ����«W¯3¦�����������«�©�ªT��©���µa¦�¦���©c�Tµa��¯3¦�¦���� �T����£���«���¦��� �¡d��©p¹�£d¯a���£¤����Ìu£��±�*�*��¡���������¦�µaËg¯3¦���Ð���¦â¯�%¤���ÔÜ
��«�©�ªT��©ÏÉ±«Ï¦�Îg�¥��©E¯3©d���¥¯3��������©d���xªg¦�µa§W¯3¦���©+����©�©k�Tµa¦�¦p«�©d£E����®Òµa¦�ªg������ ¥¡%������©8Ëg¯3©�©p²
�T�±£�µ· �¡ ÝV«���£���© ¯3«d ¥¡í´O�±�������± ¥¡�©k«�©�ªT��©ë£¤«��� ¥¡�ªT�Ô®×Ö�¡����³¹x§t���2£���©d��© £¤��� � ������ �¡W¨3��®Ò«�©�ª £����8Ð(!V¶ �
Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª £¤«��� �¡ë£d¯a�8����©e«�É±«¤®×Ö�ªT��©í£����8����¦â¯�%¤����������© Ð��±�¥µa«��� ±�Ñ!�µa©d�����¥¯3��©k���8®ÒÖ��8£¤���IÕ���Ý�����¦���ªT�
� ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�É±«EËTµa��Þ�¦��&%¤������©E¸��¥¯3©d ¥¡�c;¸�µa«�©d£jc;¸V¨3«��*��© ªT�Ô®ÒÖ�¡����V¡W¯3�³²
¬�©W¯3¦�µaªT�8´O�±�������± ¥¡�©k«�©�ªT��© ÝV«���£���©�®ÒÖ���£¤���jÌM©d���¥¯3©�É8Ì � Ù ½g� £¤«��� ¥¡�ªT�Ô®×Ö�¡����³²&Ê����j°���ªT��§�©����¥���8����©d£
��© £���© ¬�§�§���¦�£¤«�©�ªT��©cº¤² �g� Ülº¤² �gã £d¯3��ªT�±������¦�¦��2«�©d£ ������¦�¦���©�����Þ��¥¨a����©k�¥¯3�����T��Õ��������®ÒÖ��2£¤���§t�³¯3��§,�������ÔÜ
����©EÌl©d���¥¯3©�É³��©8�T����ªg¦����� �¡e§W¯3�����¢á���ÎbÖT�	£d¯3�³²
Ê����8����É±����¦�����© Õ��������8£����*´O�±����¦â¨3«¤®Ò��®ÒÖ��*£¤���8ÌM©d���¥¯3©�ÉjÌ � Ù ½ º+����©d£���© ¬�§�§���¦�£¤«�©�ª1º¤² �,# Ülº¤² ��' £d¯3��Ü
ªT�±������¦�¦��³²·¬�«¤®Òªg��«�©d£�£�����á���Îg���¥��£����KÌl©d���¥¯3©�É�ÝV«���£���©�©e«���£¤�����,Ð(!V¶ � Ípµ³Ý�����¸�µa«�©d£�¸������± �¡�©k«�©�ªT��©
«�©k������¸�����Öd �Ë¤���� �¡e����ªg«�©�ª�£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©�£¤«��� �¡�ªT�Ô®ÒÖ�¡����³²

J òd÷�Q¶Zkþ ü ÿ
Ìl©�£���©�®Òµa¦�ªT��©d£���©1´ø¯3§t��¦�¦���© º¤² �³½ «�©d£�º¤² ��� ����©d£ £¤���*Ð��± �¡d��©�É³��������©1£����¢����©�É³��¦�©d��©c´O�±����¦â¨3«¤®Y� � ¹,£¤���
¯3«¤®t����©d��� Ìl©k����¦¶ëÒÐWìNé;°KÚ�»PëÒ´VÈóì;! � Ù � ² ¾ ½ á;��É������ � á2¸c¬���§t�������¥��Þt���� ¥¡d����£¤«��� �¡�ªT�Ô®ÒÖ�¡�����ÝV«���£���©p¹
£�µaË·«��*��©k���������³²�Ê2¯3§t����������¡e���©}£�����e����������© ¶eÞW¯3¦����j£¤����§t��©dÎa����ªg���Ïá;�±�¥¯3�¼��É³������¯3¦�¦����¬�«¤®Ò��«¤®Ò��£��±�
¬�¦�ªTµa������¡��¢«d�2¾d² º¤²,Ê�����Tµa©�! � Íp°�é §t��©dÎa����ªg���*Øt�����³¹,«�� £¤���¼Ð(!V¶ � Ìl©d���¥¯3©�É³��© µaÞ�������¯3¦�É±«�¦�Îg����©p¹
£�µa����©���������£d¯3§,���p£¤���2§,��©dÎa����ªg���	ÍO¯3«¤®ÒÉ³�����³²

Ìl©d���¥¯3©�É Ð(!V¶ � ÍpµCÝK���;¸�µa«�©d£ Ð"!V¶ � §t��©dÎa����ªg���Øt����� á;�±�¥¯3�¢��É³�����
¸������± �¡�©k«�©�ªT��© ¸������± ¥¡�©k«�©�ªT��© ��©Ï���± g² ��©E���± g²

Ì � Ù ½)� º � º �	' ãg�
Ì � Ù ½g� º � º ã º � #b',#
Ì � Ù ½g� º � º ã ¾ ã ���$#�#
Ì � Ù ½ ¾ º � º #b'g� �g½gãg�
Ì � Ù ½ º º � º º 0g� ¾ ���³�,#b0
Ì � Ù ½gã º � º º ½g�g�gã #a�)�³½)�

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª+º¤² �³½)¡ Í#¯3«¤®×É³�����¢®×Ö��¢£¤����Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ªEµa¡�©d��¸�����Öd �Ë¤���� �¡e����ªg«�©�ª�£���� � ¯3«d�¥��©�����ªT�ÔÜ
¦�«�©�ªd²

�zaoc8ør��K�nWd qWáBøQESIWsY�¶��AMOP_=EGU�Ir;(d 9Yá�T[FDF��]AMOP_=EGU�I�sYd sYdt8�ÞôVYs�VK��øÛEGIWsK�Jà
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Ìl©d���¥¯3©�É Ð(!V¶ � ÍpµCÝK���;¸�µa«�©d£ Ð"!V¶ � §t��©dÎa����ªg���Øt����� á;�±�¥¯3�¢��É³�����

¸������± �¡�©k«�©�ªT��© ¸������± ¥¡�©k«�©�ªT��© ��©Ï���± g² ��©E���± g²
Ì � Ù ½)� º �³� º � ¾ � �,#aã
Ì � Ù ½g� º �³� º �³½�' ¾ ã �����³�g�
Ì � Ù ½g� º �³� º 0,#aãg� ' ¾kº �
Ì � Ù ½ ¾ º �³� º �g� ¾ ' º � º3¾ ãg�
Ì � Ù ½ º º �³� º �³½g½�')�³½ �³½�'�0,#a½
Ì � Ù ½gã º �³� º Ü Ü ¤

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª¼º¤² ����¡ ÍO¯3«¤®ÒÉ³������®×Ö���£¤���VÐ(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª2������¸�����Öd �Ë¤���� ¥¡k����ªg«�©�ª�£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªd²

��þkõC÷øý ÿ ò ÿ þ
Ìl©�£����2´ø¯3§t��¦�¦���º¤² �³� ����©d£�¯3¦�¦�������É±����¦�����©1°���ªT��§�©���������©dµ· �¡���¯3¦��2É±«d�¥¯3���*��©�ªT�Ô®I¯a�����³²(Ê2¯3§,����¡W¯3©d£���¦��
�±����� �¡ ��© £����¼É±ÝK��������© ¶eÞW¯3¦����g¹ø«�� £¤����«�©k��������© ¶· �¡��¥¯3©�ËT��©�®ÒÖ��¼£¤�����������·�â¯3¦���Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª
µa¡�©d�2Ý������������¶· �¡�©���������§,��©d��©E«�©d£Eµa¡�©d�	¸�����Öd �Ë¤���� �¡e����ªg«�©�ª�£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªd²
Ê2¯3¡���©�ªT��ªT��©E������¡e�V��©j£����V£¤����������©+¶eÞW¯3¦����2£¤����§,�±�����;��������������¦����	Ð(!V¶ � ÍpµCÝK����¸�µa«�©d£8£��±�VÈ+Í � £����
Õ���ÝK����¦���ªT��©�Ìl©d���¥¯3©�ÉT²eÊ����±�¥�V��© � ��µaÉ³��©e��¯3©�ªT��ªT��§,��©d��©�Õ���������ÝV«���£���©�É±«��)����©d��©�£¤«��� �¡��*��¡��������W!�µ3Ü
¦�«���©�á;��©d���¥¯3����µa©8¶· �¡����������V«�©d£�É±«�� ¯3©d£�������©�£¤«��� �¡*�*��¡��������xÐ(!V¶ � ÍOµ³ÝK����¸�µa«�©d£*¸������± �¡�©k«�©�ªT��©
��©�Ë·¦�«d�����T�2ÝK��������������Ì � !��x����É±����¦��³²

�������e�â¯3¦�� §t�±�����
Ìl©d���¥¯3©�É Ð(!V¶ � ÍpµCÝK����¸�µa«�©d£ Ð(!V¶ � Ípµ³Ý�����¸�µa«�©d£

��©vu ��©vu
Ì � Ù ½)� �gã ² 0 º ½ ² ½g½
Ì � Ù ½g� �	' ² º � ½ ² # ¾
Ì � Ù ½g� �³� ² ¾kº ½ ² ¾ '
Ì � Ù ½ ¾ �g� ² �,# ' ² ')�
Ì � Ù ½ º ��' ² 0 ¾ 0 ² �)�
Ì � Ù ½gã ��' ² ½g� �)� ² ���

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �³�)¡ Ê����2����É±����¦�����©E«�©e��������©�¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��©E��� � ����ªg¦����� ¥¡p²

¥ g�ESAM_=AMOiãrAD_kLPRSZ[sY¦�uNsKO*^KA�IJZ[F*H�sxw�VWLPsKI�^KAMIjZw?JT�AM?KOPU(F*HJADIQd
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ÌM�����¥¯3����µa© ¬�©�ÉC¯3¡�¦O£�����Ê�����©d����� Ú�Þ�������¯3¦�ÝK����� á2�Ô®×«�©d£���©d�
δ

Ð(!V¶ � ÍOµ³ÝK���;¸�µa«�©d£
����Ð�È+Í � £��±�xÐ�È%Í � Ê�����©d����� ��©yu

� #a½�0g� �³� ² ' ¾ ����� ½ �g� ² ã ¾ ��� ² �gã,# º '
� #��³½ ¾ �³� ² ' ¾ ����� ½ �g� ² ã ¾ ��� ² �gã,# º '
� #��³� ¾ �³� ² ' ¾ ����� ½ �g� ² ã ¾ ��� ² �gã,# º '
¾ #��³�g½ �³� ² ' ¾ ����� ½ �g� ² ã ¾ ��� ² �gã,# º '
º #��$#b0 �³� ² ' ¾ ����� ½ �g� ² ã ¾ ��� ² �gã,# º '

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �³�)¡ Ð(!V¶ � ÍOµ³ÝK����¸�µa«�©d£Ïµa¡�©d� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�®ÒÖ���Ì � Ù ½)� ²

Ìl�����¥¯3����µa© Ê�����©d���¥¯3��� Ú�Þ�������¯3¦�Ý������ ¸��±�������VÕ������ Ú�Þ�������¯3¦�Ý�������£��±�
δ£��±�xÐ(!V¶ � ����©d�±�VªT�Ô®Ò«�©d£���©d��© Ð�µeµa� � ��µa§�¦���� ��©yu

Ê�����©d�����±� u
� á;Ê Ü ½ ² �³ãg½g� Ü Ü ½ ² �g½,#b' 0 ² #�#

ØtÊ Ü ½ ² �,#�# Ü Ü ½ ² �,#�#aã �g� ² ã ¾
´�ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½

� á;Ê Ü ½ ² � ¾ ½ ¾ Ü Ü ½ ² � ¾ ã)� # ² ¾g¾
ØtÊ Ü ½ ² �,#�# Ü Ü ½ ² �,#�#aã �g� ² ã ¾
´�ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½

� á;Ê Ü ½ ² �³�g�g� Ü Ü ½ ² � º �$# # ² ½)�
ØtÊ Ü ½ ² �,#�# Ü Ü ½ ² �,#�#aã �g� ² ã ¾´�ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½

¾ á;Ê Ü ½ ² �³�,#a� Ü Ü ½ ² �	'�'�' ã ² # º
ØtÊ Ü ½ ² �,#�# Ü Ü ½ ² �,#�#aã �g� ² ã ¾
´�ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½

º á;Ê Ü ½ ² �³�gã,# Ü Ü ½ ² � º �gã # ² � ¾
ØtÊ Ü ½ ² �,#�# Ü Ü ½ ² �,#�#aã �g� ² ã ¾
´�ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² � ¾ ¡ Ð��±��«�¦��¥¯3����£����VÐ(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�µa¡�©d� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�®ÒÖ��K����©�É³��¦�©d�;Ê�����©d���¥¯3��Ü
����©p²

Ìl�����¥¯3����µa© ¬�©�ÉC¯3¡�¦p£�����Ê�����©d����� Ú�Þ�������¯3¦�ÝK����� á;�Ô®Ò«�©d£���©d�
δ

Ð(!V¶ � ÍpµCÝK����¸�µa«�©d£
���@Ð�È%Í � £��±��Ð�È+Í � Ê�����©d����� ��©yu

� #a½�0g� �³� ² ' ¾ ����� ' 0 ² #�# �³� ² 0)�$#a½�'
� #��³½g� �³� ² ' ¾ ����� �³� # ² � ¾ �³� ² '�'�'gã)�
� #��³��0 �³� ² ' ¾ ����� ½ ¾d² 0g� �³� ² �g½g½ ¾ 0
¾ #��³��' �³� ² ' ¾ ����� ½ ¾d² ã�0 �³� ² �)�	0 ¾g¾
º #��³��' �³� ² ' ¾ ����� ½ ¾d² ã�0 �³� ² �)�	0 ¾g¾

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² � º ¡ Ð(!V¶ � ÍOµ³ÝK���;¸�µa«�©d£8����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�®ÒÖ���Ì � Ù ½)� ²
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ÌM�����¥¯3����µa© Ê�����©d���¥¯3���x«�©d£ Ú�Þ�������¯3¦�ÝK����� ¸��±�������VÕ������ Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����;£��±�
δ� ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª £��±�xÐ(!V¶ � ����©d�±�VªT�Ô®Ò«�©d£���©d��© Ð�µ·µa� � ��µa§�¦���� ��©vu

Ê�����©d�����±� u
� á;Ê ½�½ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² �³�gã�0 ½ ² ½g½

á;Ê ½^� Ü ½ ² ½g½,#a� Ü Ü ½ ² �g½)�$# ½ ² ¾ �
á;Ê ½�� Ü ½ ² ½g½,#a� Ü Ü ½ ² �	'gã º ½ ² ¾ �
á;Ê ½�� Ü ½ ² ½g½,#a� Ü Ü ½ ² � ¾ ��' ½ ² ¾ �
á;Ê ½�ã ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² � º ãg� ½ ² ½g½
á;Ê �	½ Ü ½ ² ½)�³ãg½ Ü ½ ² ½)�³ãg½ Ü ½ ² �g½�'g� ½ ² 'g½
á;Ê ��� Ü ½ ² �³ãg½g� Ü ½ ² ½)�$#b0 Ü ½ ² �g½g½ º 0 ² #�#
á;Ê �	� Ü ½ ² �³ãg½g� Ü Ü ½ ² �	'g�)� 0 ² #�#
á;Ê �	� Ü ½ ² ½ º 0g½ Ü Ü ½ ² ��� ¾ ½ � ² �³�
á;Ê �	ã Ü ½ ² ½)�³ãg½ Ü ½ ² ½)�³ãg½ Ü ½ ² �$#a½g� ½ ² 'g½
á;Ê ��½ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² �³ã�0 º ½ ² ½g½
á;Ê �^� ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² �³ãg�g� ½ ² ½g½
á;Ê ��� ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½�' ºgº ½ ² ½g½
á;Ê ��� ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½
á;Ê ��ã ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² �³�gã�' ½ ² ½g½
á;Ê ��½ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ���³��0 ½ ² ½g½
á;Ê �^� ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½gã�'g� ½ ² ½g½
á;Ê ��� ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½á;Ê ��� ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½
á;Ê ��ã ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² �³½�0�0 ½ ² ½g½
á;Ê ã�½ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² �)�	0g� ½ ² ½g½
á;Ê ã^� Ü ½ ² �³ãg½g� Ü Ü ½ ² �)�³ãg� 0 ² #�#
á;Ê ã�� Ü ½ ² �³ãg½g� Ü Ü ½ ² �g½g� ¾ 0 ² #�#
á;Ê ã�� Ü ½ ² ½ º 0g½ Ü Ü ½ ² ½�'gãg� � ² �³�
á;Ê ã�ã ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² �$#a½g� ½ ² ½g½
ØtÊ ½ ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½
ØtÊ � Ü ½ ² ½g�,#a� Ü ½ ² ½g�,#a� Ü ½ ² ½�')�³½ � ² 0�'
ØtÊ � ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½g� º # ½ ² ½g½
ØtÊ � Ü ½ ² ½g�,#a� Ü ½ ² ½g�,#a� Ü ½ ² �³½ ¾g¾ � ² 0�'
ØtÊ ã Ü ½ ² ½)�	0 ¾ Ü ½ ² ½)�	0 ¾ Ü ½ ² � ¾ �,# � ² �)�´�ØtÊ ½ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½ ¾ '�0 ½ ² ½g½
´�ØtÊ � ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½
´�ØtÊ � ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½
´�ØtÊ � ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½
´�ØtÊ ã ½ ² ½g½g½g½ Ü ½ ² ½g½g½g½ ½ ² ½g½
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®ÒÖ��xÌ � Ù ½)� ²
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� #a½�0g� �³� ² ' ¾ ����� ��� � ² 0�' �³� ² ã�0g��' ¾
� #��³½g½ �³� ² ' ¾ ����� �)� � ² � º �³� ² ãg�g½g��'
� #��³�)� �³� ² ' ¾ ����� � � ² 'g½ �³� ² ã�0)�$#a�
¾ #��³� ¾ �³� ² ' ¾ ����� ½ ½ ² ½g½ �³� ² ' ¾ �����

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �$#�¡ Ð��±��«�¦��¥¯3���	£����xÐ(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª*����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª���©�Ëe¦�«d�����T�¢¯3¦�¦�����Ì � !��³²
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� ��'�0�0gã �,# ² ' ºgº �g� � �³� ² º # � ¾d² ã)� º � ¾
� �g½ ¾ ½g½ �,# ² 'g�g�g½gã � # ² ã)� � º¤² ' ¾ #a��0
� �g½ ¾ ')� �,# ² 'g�g�g�,# � 0 ² �	' � º¤² 0g½�'g½)�
¾ �g½ º # º �,# ² 'g�g�g�,# ½ ã ² ¾kº �gã ² �g��'gã,#
º �g½gãg�g½ �,# ² 'g�g�g�,# ½ # ² ��0 �gã ² ½g�,# ¾ '
ã �g½gã º � �,# ² 'g�g�g�,# � ã ² ã�' �gã ² �$#a½�0g½
# �g½,# ¾ ã �,# ² 'g�g�g�,# ½ # ² �³� �gã ² ½gã,#a�g½
0 �g½,#�#aã �,# ² 'g�g�)�³� ½ ã ² # ¾ �gã ² � º 0)� ¾
' �g½,#b'g� �,# ² 'g�g�)�³� � ã ² �,# �gã ² � º ½�0g�
�³½ �g½�0)�³ã �,# ² 'g�)�	0g� ½ ã ² º ½ �gã ² �)�	0g½g�
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� ��'�0�0gã �,# ² ' ºgº �g� ¾kº �³� ² º # � ¾d² ã)� º � ¾
� �g½g�g�gã �,# ² ')�$#b0g� �$# ã ² º # �gã ² �	',#a½g�
� �g½g�)� ¾ �,# ² ')�$#��	' �g� ã ² ¾g¾ �gã ² �g��0g�g�
¾ �g½ º 0g½ �,# ² ')�$#��	' � ¾ ã ² ¾kº �gã ² �g�gã º �
º �g½gã ºgº �,# ² ')�$#��	' �³ã ã ² ��0 �gã ² �gã�0 º 0
ã �g½,#�#b' �,# ² ')�$#��	' # ã ² º ã �gã ² �	'�0gã)�
# �g½�'g�g� �,# ² ')�$#��	' �³½ ã ² º ã �gã ² �	'�0gã)�
0 �)�³½�0gã �,# ² ')�$#��	' ' ã ² ��' �gã ² � ¾ ½ º �
' �)���³� ¾ �,# ² ')� º ½ ¾ �³� ã ² 0g� �gã ² �³�g�)� º
�³½ �)��� ¾ ' �,# ² ')� ¾kº ã # ã ² � ¾ �gã ² �g½g½ ºgº
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� �g�g½�0g½ �,# ² ')� ¾ ½g� º � ² 0�0 �,# ² ��'�',#b'
� �g�g½�'g½ �,# ² ')�³��'�' º � ² #�# �,# ² ¾ ��'g½�0
� �g�)�³��' �,# ² ')�³½ ¾ � ã � ² 0g½ �,# ² ¾ �	0g½ º
¾ �g�g�)� ¾ �,# ² 'g½ ¾ ãg� º � ² ½g½ �,# ² � º 0 ¾ �
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FM�½ÅM��?+=+DF4+=C2+=@?° Ê=CÉ 261G:»:�= �³½ º

 22

 23

 24

 25

 26

 27

 28

 29

 30

 29900  30000  30100  30200  30300  30400  30500  30600  30700  30800

Zi
el

fu
nk

tio
n

Anzahl der Dienste

Wert des RMLP

RCSP Lower Bound

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² � º ¡ Ð(!V¶ � ÍOµ³ÝK���;¸�µa«�©d£Ïµa¡�©d� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�®×Ö��xÌl©d���¥¯3©�É	Ì � Ù ½g� ²

 22

 23

 24

 25

 26

 27

 28

 29

 30

 29900  30000  30100  30200  30300  30400  30500  30600  30700  30800

Zi
el

fu
nk

tio
n

Anzahl der Dienste

Wert des RMLP

RCSP Lower Bound

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �gã)¡ Ð(!V¶ � ÍpµCÝK���;¸�µa«�©d£j����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©%®ÒÖ��xÌM©d���¥¯3©�É¼Ì � Ù ½g� ²

ÌM�����¥¯3����µa© ¬�©�ÉC¯3¡�¦O£�����Ê�����©d����� Ú�Þ�������¯3¦�ÝK����� á2�Ô®×«�©d£���©d�
δ

Ð(!V¶ � ÍOµ³ÝK���;¸�µa«�©d£
����Ð�È+Í � £��±�xÐ�È%Í � Ê�����©d����� ��©yu

� º �g� º3¾ 'g� ² ¾kº 0 ¾ � �³ã �g½ ² # º #aã ² º ã�')�³½
� º � ºgºgº 'g� ² ¾ �g�g�g� ��� �)� ² 0�' # º¤² 0g� º ã)�
� º �g��0 ¾ 'g� ² ¾ �³½�0g� ��� �³� ² 'g� 0)� ² ���	0g�)�
¾ º3¾ ½g½g� 'g� ² �,#a½�0g� ¾ � ¾d² 'gã 0g½ ² � ¾ 0 º 0
º º3¾ �gãg� 'g� ² � º #a�g½ �³½ �$# ² ½ º #b0 ² 'g½ º ½g�
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� º �g� º3¾ 'g� ² ¾kº 0 ¾ � �³�g� �g½ ² ¾ � #aã ² #b0 º ��'
� º � ºgºgº 'g� ² � º ')�$# 'gã �)� ² 0�' #b0 ² ¾ 0 ¾g¾ ã
� º �g��0 ¾ 'g� ² ��' º ã,# '�' �³� ² 'g� #b' ² �g��' º ã
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� º 'gã�'g� ')� ² ',#a½,#b0 ¾ �³½ ² º � 0g� ² �)�³�gãg�
� ãg½)� º # ')� ² 'g� º3¾kº � �³� ² 0)� 0g½ ² #b0)�³½�'
� ãg½,#aã�' ')� ² 'g��'g�gã # ' ² ¾ # 0g� ² ',#b'g� ¾
¾ ã)���	'g� ')� ² 'g�g½,# ¾ ' 0 ² �gã 0 ¾d² 0g�,#b0�0
º ãg½,#aã�' ')� ² ')� º � º ' 0 ² �)� 0 ¾d² ' ¾g¾kº ã
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ÉC¯3¡�¦tËe¦�����©d��������ªT�����±��������ÌM©d���¥¯3©�É³��©�ÝV���±£����³²�Øh«�� °���©d��©j������£¤����Ð(!V¶ � ÍpµCÝK���V¸�µa«�©d£�µa¡�©d� � ¯3«d�¥��©¤Ü����ªT��¦�«�©�ªT��©®×Ö��ø£¤���±���&Ìl©d���¥¯3©�É³��©�����¡d��§�¦��� �¡��� ¥¡�¦��± �¡k�����&¯3¦��ø£¤���&Ð(!V¶ � ÍpµCÝK����¸�µa«�©d£¢����� � ¯3«d�¥��©�����ªT�ÔÜ
¦�«�©�ªd²dØh«��@¬�©d£�������©j���������V§,���t£����V¸������± �¡�©e«�©�ª�£����xÐ(!V¶ � Ípµ³Ý�����¸�µa«�©d£jµa¡�©d� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©
����©d�¼¶e�¥¯3ªg©W¯3����µa©+����©p¹d£d¯�*�������xËT����©d�2Ý�������������©%Ê�����©d�����2ªT��©d������������ÝK����£���©p²
Ìl�@á2��ªT��©d�¥¯3��É	£d¯3É±«jÝK����£���©E£¤«��� ¥¡Ï£¤���2Ð"!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª������ � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©%ÝK�����������2Ê�����©¤Ü
�����;ªT��©d�����������³²
Ê;��©�©dµe ¥¡�����©d£�£¤����Ð(!V¶ � Ípµ³Ý����¢¸�µa«�©d£��;§t����£����	Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��© ©dµ· �¡���©e��®Ò����©e�	�Tµa© £����	�&%�¯3Ë·����©
� Ð�Ì£!�°�ÍpÎg��«�©�ªd²·Ê�����Ù����¥¯a �¡d��£d¯�®ÒÖ��K�����³¹e£d¯a����£¤���x�¥¯3���¥¨a ¥¡�¦��� �¡d��©ÏÐ���ªT��¦�©�É±«�� � ¯3«d����©e§���¦�£¤«�©�ª�¦��±£¤��ªaÜ
¦��� �¡E����¦â¯�%·�������x���9¶M*·����������©e����ªg����������Ý�����£���©ÏËTÎa©�©d��©p²
¬�«d �¡8£d¯a�V�&%�¯3Ë·���;ÍpÎg����©8£��±� � Ð�Ì£!�° � ��µa§�¦����*�±�V®×Ö�¡������*��������É±«8����©d��� � ����¦�ÉC¯3¡�¦(�Tµa©8Ê�����©d������©j�����
���±£¤«�É±����������©%Û�µg������©p¹W£¤��� Õ��±£�µ· �¡ÏÉ±«8ËT����©d��� � ����§t�±���¥����«�©�ª�£��±�xÐ�È+Í � ®ÒÖ�¡�����©p²
Ê����±�����K¶¤¯a �¡e�T����¡W¯3¦��&ÝV«���£���§,�����������&¯3©�¡W¯3©d£�����©d�±��¸�������Þ�����¦�����©*Û	¯3Þ�������¦ � ¯3©�ªT�±��Þ���µ· �¡d��©p²kÊ�����£¤«��� ¥¡¤ÜªT�Ô®ÒÖ�¡�������©+´#�±����¦â¨3«¤®Ò�¼§,��¦���ªT��©%¦�����É±����©d£¤¦��� ¥¡p¹(£d¯a����¯3«d ¥¡E®ÒÖ������³¯3¦��Ìl©d���¥¯3©�É³��©+£��±�a_ � » � £¤���±��� � ��µ3Ü
§�¦�����¯3����Ë1����©e���������³²øÊ����±�¼�����¢�Tµa��¯3¦�¦�����§,�±£¤��©�ªg��£¤«��� �¡�����©d� � ����¦�ÉC¯3¡�¦K�Tµa©}¶M*e���*���������±�ÔÓ(��Ë·����©c®ÒÖ��
���³¯3¦��	Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT����©d���¥¯3©�É³��©p²
Ê�«��� �¡j£d¯a�KÍOÎg����©�£��±��Ð(!V¶ � ����������©d��� ¸��¥¯3©d �¡�c;¸�µa«�©d£jc°!K«���¬�¦�ªTµa������¡��¢«d���������±���*Îaªg¦��� ¥¡j£¤«��� ¥¡
£d¯a�ø����Þ�¦���É±����������©�É±«¤®ÒÖ�ªT��©*¯3¦�¦����øÌ � !��³¹�¦�����É±����©d£¤¦��� �¡�£���©�Ê�����©d���ø�����ø����©�����¯3¦���©����±£¤«�É±����������©*Û�µg������©
É±«*§,�����± �¡�©d��©p²eß#Ö���Ìl©d���¥¯3©�É³��©*����� |V | ≤ 200

Ëg¯3©�©*£¤���±��©dµ· �¡*��©�¯3©�©d��¡��¼§W¯3������Ð��± �¡d��©�É³�����&ªT�±�¥ �¡d�ÔÜ
¡d��©p¹t£d¯3É±«+������¯3«¤®K¬�§�§���¦�£¤«�©�ªT��©�º¤² �³½ Ülº¤² ��� �T����ÝV���±����©p²,Ê2¯a£¤«��� �¡�Ëg¯3©�©E��©d��ªT�±�¥¯3�¼�;ªT��É³����ªg��Ý�����£���©p¹
£d¯a���x£¤���;É±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£��ÍpÎg��«�©�ª�£��±�VÐ�È+Í � ®ÒÖ���Ëe¦�����©d�	Ìl©d���¥¯3©�É³��©E¯3«d ¥¡EµaÞ�������¯3¦(®ÒÖ��x£d¯a�xÈ%Í �
�����³²dÊ2¯a��§t�±£���«���������©d��§t�±�¥µa©d£������g¹W£d¯a����£d¯a��Ú�Þ�������������«�©�ªT����µ·µa¦øÊ	¶kÜuÚ � ´ ®ÒÖ���£¤���Ú�Þ�������������«�©�ªj£��±�
È+Í � ËT����©d�2����¦����g¯3©k����©+Ê�����©d�����2�T����©W¯a �¡�¦â¨a�¥����ªg�³²
Ê����	Ìl©d���¥¯3©�É¢Ì � Ù ½g� ������¡e�V®×Ö���£¤���	Û;¦â¯a�����	£�����ÌM©d���¥¯3©�É³��©%�����x����¦����g¯3©k������Û;©dµa����©W¯3©�ÉC¯3¡�¦øÉ±ÝV���� ¥¡d��©
200
«�©d£

400
²�È�¯3©j§t�³¯a ¥¡k���g¹d£d¯a�¥�V£¤����£d¯3É±«8ªT��¦�Îg������©jÐ(!V¶ � Ìl©d���¥¯3©�É³��©E¯3«d ¥¡Ï£¤����°���ªk¨3©�©�É±«�©�ªT����¦��ÔÜ

�*��©k����§,�����¥¯a �¡k����©��¼Öd������©p¹O£(² ¡p²O®ÒÖ��¢£���©c£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������© Ê�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©}����� �
Ê�����©d����������¦���©

D = (V,A)
ªg��¦�� ¡ |VE |+ |V | ≤ |V | ≤ 2(|VE |+ |V |)

²
Ìl©�£¤���±�¥��©c¶eÉ³��©W¯3������©1ÝV«���£���© ËT����©d�*£���«���¦��� ¥¡d��© � ����§,�±��������«�©�ªT��©�£¤«��� �¡c£¤����Ê��ÑÓ(������©�É±������«�©�ªE©W¯a ¥¡
� ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©%����É±����¦��³²d¶·µ³Ý�µa¡�¦p£¤���;Ð"!V¶ � ÍOµ³ÝK����¸�µa«�©d£jµa¡�©d�2¯3¦��V¯3«d �¡Ï£¤����������¸�����Öd ¥Ë·���� �¡k���ÑÜ
ªg«�©�ª�£���� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©�����É±����¦����	«�©e�������¼¶· �¡��¥¯3©�ËT�¢¦����Ô®Ò����©ÏÕ��������	É±ÝV���� �¡d��©

3% ∼ 7%
²

Ê�«��� �¡�£d¯a�O����Þ�¦���É±����������©�É±«¤®×Ö�ªT��©�¯3¦�¦����øÌ � !��pÝ�����£���©�¡������O�����#£������&%d¯3Ëe����© � Ð�ÌG!�°%ÍOÎg��«�©�ª;¶· ¥¡��¥¯3©¤Ü
ËT��©EªT��©d�����������³¹h£¤���¢����©d�¼Ê��ÑÓ(������©�É¢É±«�� Ú�Þ������¢«��Â�Tµa©

1% ∼ 2%
Þ���µaªg©dµg������É±��������©p²9�T�±£�µ· �¡E®×Ö�¡�����©

£¤���	Ê�����©d�����g¹�£¤���	£d¯a£¤«��� ¥¡EªT��©d������������ÝK����£���©p¹d©e«��xÉ±«Ï����©�����¯3¦���© � ����§,�±��������«�©�ªT��©+£��±�xÐ�È+Í � ²
Ê�«��� �¡ £¤���±���*«�©e��������©}¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��© £��±�¼È%Í � �����¼ªT��É³����ªg�³¹O£d¯a���¼£¤����ÍpÎg��«�©�ª+£��±�¢Ð�È%Í � §t�����������¼É±«¸���ªg��©�©E£�����Ð(!V¶ � Ípµ³Ý�����¸�µa«�©d£Ï¸������± �¡�©e«�©�ªj¡dÎe ¥¡d������©d�

1% ∼ 2%
�Tµa�ÂÚ�Þ�������¯3¦�ÝK�����2£��±�xÈ+Í �

��©k��®Y����©k�������³²
Ìl©d��ªT�±�¥¯3�¢�¼Ëa¯3©�©c��¯3©1������£����¼Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªE®ÒÖ��	Ë·¦�����©d�*«�©d£���������¦�������Ìl©d���¥¯3©�É³��© �¥��¡��	ªg«��
«�©k��������¶· �¡��¥¯3©�ËT��©�®ÒÖ��	£d¯a�	È+Í � §,�����± �¡�©d��©p²��T�±£�µe ¥¡��¢«d�¥�	£¤����Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªE�������2£¤«��� �¡cªT�±����ªg©d�ÔÜ
����¶· ¥¡�©���������§t��©d��©}�T�����¥ �¡W¨3��®Ò�¼Ý�����£���©p²OÕ���¦� ¥¡d��Û;¦â¯a�¥����©1�Tµa©�Ù�©�ªg¦����� ¥¡k«�©�ªT��©}¦�����É±����©d£¤¦��� ¥¡ É±« £���©
� ����§,�±��������«�©�ªT��©�£�����¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��®ÒÖ�¡�����©p¹p¡W¨3©�ªg���¯ÖgªT��§�¦��� �¡��Tµa©�£����Ìl©d���¥¯3©�Éj¯3§p²OÊ2¯a�¼¸������± ¥¡�©d��©
£����VÐ(!V¶ � Ípµ³Ý�����¸�µa«�©d£�µa¡�©d�;£¤�����Tµa��ªT������¦�¦�����©ÏÌ�¶»!}«�©d£jß�¶»! ®×Ö�¡�����Õ��±£�µe ¥¡�É±«jËT����©d��©8����©�©e�Tµa¦�¦���©
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¶· �¡��¥¯3©�ËT��© ò ®×Ö���£¤���	§,�³¯3��§t������������©�ÌM©d���¥¯3©�É³��©p²h¬�«d��£¤���±�¥���9á���«�©d£%ÝV«���£��¯3«¤®&£d¯a� � µa��������¦�¦���©�£����
Ð��±��«�¦��¥¯3���;®×Ö��x£¤���2Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�µa¡�©d�	ß�¶»!Q«�©d£ÏÌ�¶»! �T����É±�� �¡e�����³²
ßøÖ���ªg��µbÖT�VÌM©d���¥¯3©�É³��©*����©d£�£����¥¯3������ªT�xÐ��±��«�¦��¥¯3���Vµa¡�©d��Õ������������±��©��� �¡e��É±«*����É±����¦���©p²T°���©d�����¥��������������£����
É±«�ªg��«�©d£���¦�����ªT��©d£��j£¤����©d����������¦��&%¤ÞW¯3©d£¤����������Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡p¹���©c£���� £¤����Ð(!V¶ � �¼ªT��¦�Îg���¢Ý�����Ü£���©p¹¤����¡d��§�¦��� �¡Ïªg��ÎbÖT���³²¤¬�©d£���������������§���������©8£¤���2¯3Ëe��«d��¦�¦���©ÏÍpÎg��«�©�ªT��©Ï£��±��Ð�È%Í � ��� � ����ªg¦����� ¥¡8©dµe ¥¡
�*��¡�� � ����§t�±�¥������«�©�ªgÞtµa����©e���â¯3¦I² X °������³¹·Ý���©�©8¯3¦�¦(£¤���±���;£���ªT��©d��������������©EÊ�����©d������¡���©�É±«�ªT�Ô®ÒÖ�ªg�VÝV«���£���©p¹
Ëg¯3©�©Ï£¤���	Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤������«�©�ª�¯3«d��� ¯3ªT��Ëe�¥¨�®Ò����ªT�¼¶· �¡��¥¯3©�ËT��©%¦����Ô®Ò����©p²
Ê2¯a�jØh����¦;£¤���±�����j¬���§,�������������±�³¹�£¤���+ß��¥¯3ªT�EÉ±«Q§,�³¯3©k�MÝ�µa������©p¹xµa§ �±������©�©e�Tµa¦�¦;������Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%¤���ÔÜ
��«�©�ªT��©ÏÉ±«ÏËTµa©d������«���������©p¹d«���«�©k��������¶· �¡��¥¯3©�ËT��©%®×Ö��xÊ	¶ � ÌM©d���¥¯3©�É³��©Ï£��±�W_ � » � É±«ÏªT��©d������������©p²
Ê����K����É±����¦�����©�Ð��±��«�¦��¥¯3���&ªT��§,��©�����©d�&Þ,µg���������T��¬�©e�MÝKµa���&¯3«¤®W£¤���±�¥�Kß��¥¯3ªT�g¹a£d¯�£¤���KÐ(!V¶ � ÍpµCÝK����¸�µa«�©d£
��� � ����ªg¦����� ¥¡EÉ±«8�������·�â¯3¦���©Ï«�©k��������© ¶· �¡��¥¯3©�ËT��©�����¡d��§�¦��� �¡E§,�±�������V�����³²
¬�«¤®×ªg��«�©d£8£����xÍO¯3«¤®ÒÉ³�����x�����>Õ��±£�µ· �¡8�Tµa©Ï����©d����Ìl©k����ªg�¥¯3����µa©Ï��©Ï£¤���;�¥¯3��� ¨a �¡�¦��� �¡d��©+Ê	¶ � ÜM¬�¦�ªTµa������¡��*��©
¯3§�É±«d����¡d��©p²eÊ���©�©�£d¯3É±«��¼Öd�������x£�����Ð"!V¶ � ¬�¦�ªTµa������¡��¢«d������¡d��§�¦��� �¡�§t�±�¥ �¡�¦���«�©���ªg�&Ý�����£���©p¹kÝ�¯a��¯3«¤®×Ü
ªg��«�©d£�£����;�Tµa��ªT�±������¦�¦�����©c¶· �¡�©���������§,��©d��©p¹(£¤����£d¯3©�©��&%¤Þ�¦���É±���	¯3¦��;Ð��±��µa«��� ±��!�µa©d�����¥¯3��©e����®Òµa���¼«�¦��������
ÝK����£���©%�¢Öd��������©p¹�Ëa¯3«����*Îaªg¦��� �¡E�����³²
°��V§��������������� �¡E£d¯3¡d�����Tµa��¯3¦�¦�����£�����°���©d� ¯3��É¼¯3¦���Øt�������ÀÁdËg¯3��µa��©W¯a �¡%£���� � ¦â¯3©k«�©�ªT��Þ�¡W¯a���¼¯3©p²

y�{ ��{ ~ ��UW^amKJYXgPtXaU szØ�R�i8JIL�`Tv�HKP,mK^3UW[�U�-�HKP,[Kn&GMUdRgXgUW[ � RTP,H ] Uh[
Ê;������© Û	¯3Þ�������¦V¾d² 0 ����©�ªT�Ô®×Ö�¡������j§�¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©d�&%¤ÞW¯3©d£¤���������ÏÊ�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡ ÝV«���£���®×Ö���£���©
ßW¯3¦�¦�É±«d�¥¯3���*��©�¡W¨3©�ªT��©d£�����Ê�����©d�����*�����

n = 1
¸�¦�Î· �ËT��© ����Þ�¦����*��©k����������«�©d£c¯3©�¡W¯3©d£ £����¢�Tµa��ªT�ÔÜ

������¦�¦�����©EÌl©d���¥¯3©�É³��©ÏªT�����±�������³²
Ê�����£d¯3§t���K����É±����¦�����©cÐ��± ¥¡d��©d����ªT��§�©���������®ÒÖ��¢£¤����Ìl©d���¥¯3©�É�Ì � Ù ½)� ÝK����£���©c��© ®Òµa¦�ªT��©d£���©c¬�§d�� ¥¡�©������
Ë·«���É2��¡d����¯3�������������³²

Ìl�����¥¯3����µa© Ê�����©d���¥¯3��� Ú�Þ�������¯3¦�ÝK����� ¸��±�������xÕ������ Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����;£��±�
δ£��±�xÐ(!V¶ � ����©d�±�xªT�Ô®Ò«�©d£���©d��© Ð�µ·µa� � ��µa§�¦���� ��©yu

Ê�����©d�����±� u
� ØtÊ Ü ½ ² ½g�,#a� Ü ½ ² ½g�,#a� Y Ü ½ ² ½�')�³½ � ² 0�'
� ØtÊ Ü ½ ² ½,#aã,# Ü ½ ² ½,#aã,# Ü ½ ² �³½�0,# º¤² º �
� ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½�'gãg� ½ ² ½g½
¾ ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½�'�'g� ½ ² ½g½
º ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½�'�'g� ½ ² ½g½

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �g½)¡ Ð��±��«�¦��¥¯3����£�����Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª�£���� � ÜM¸K¦�µ· �Ë � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�®ÒÖ���É±«d�¥¯3���*��©¤Ü¡W¨3©�ªT��©d£��¢Ê�����©d�����2£¤«��� ¥¡%Ð��±��µa«��� ±��!�µa©d�����¥¯3��©k���C²

õXg�AMO�z AXO=L"¦§¨YO
δ
?BAML=OPsJTóLPADEGR�uoADEG_=A�CMuNEG_=F*HJADIy{xqV| sJIJ^};xqhqV|vdE/öt h�AXOPT�RGADEGFXH,^JZwCDs¹uNsKO*^KAMI t�E�L©^YAMO�øÛc4·`bADRSZw�YEGAMOPsJIKT�^KAD_�`ba�VYc t�E�LNZwRSRGADI©?BAM_=FXHYOPESAM?BADIJADI7.4VJa@sJIJ^:/kVJa�?BAD_=_=AMOPA
��OPT�AM?JIJEG_=_=A
AMOPCDEGADR�Lzd]Mg�ZwO*Z[sK_�OPAD_=sJR�LPEGAMOPADI©ZwsJF*H©^KEGA�EGtxh8AMOPT�RGADEGF*H"_=F*HJRGADF*HWLPAXOPADI"c�OPADyKOPU(FMAD_=_=EGIJT�AXOPT�AD?KIJEG_=_=A�d^ ÷"ZwI�?BAzZwFXH(LPA�á[^KZ[_=_�ADEGI�g�ESAMIJ_kLzá[^KAMO�^KEGAD_=Ao`bADRSZw�YEGAMOPsJIKT�AMO=¦Ü¨JRGR�Lzá�IKEGFXH(L�sKIY?BAD^KEGIJTwL�^KEGA~8X· >.RGU(FX\�c�Z[sK_=ADIKOPAMT�ADRGsJIKT�Z[RG_c�ZwO*Zwt�AMLPAMO�?BAM_=EGLPCMADI¶t�sJ_=_Dd�/ Iv^KEGAD_=ADtx>�ADEG_=yJEGADR0AMO=¦§¨KRGRSAMI"^KEGAiT�AM¦ÜsJI�^YADIJAMIvg�ESAMIJ_kLPA�RGAz^YEGT�RGEGFXHj^KEGA���sKU[LPEGADI(LPADIKOPAMT�ADRGsJIKTKd
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Ìl�����¥¯3����µa© Ê�����©d���¥¯3��� Ú�Þ�������¯3¦�ÝK����� ¸��±�������xÕ������ Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�����;£��±�

δ£��±�xÐ(!V¶ � ����©d�±�xªT�Ô®Ò«�©d£���©d��© Ð�µ·µa� � ��µa§�¦���� ��©yu
Ê�����©d�����±� u

� ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½ ¾ �³ã ½ ² ½g½
� ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½g�g�g½ ½ ² ½g½
� ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½g� ¾ ½ ½ ² ½g½
¾ ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½)� ¾ � ½ ² ½g½
º ØtÊ ½ ² ½g½g½g½ Ü Ü ½ ² ½)� ¾ � ½ ² ½g½

¬�§�§���¦�£¤«�©�ª�º¤² �)��¡ Ð��±��«�¦��¥¯3����£�����Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª�£���� � ÜM¸K¦�µ· �Ë � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�®ÒÖ���É±«d�¥¯3���*��©¤Ü
¡W¨3©�ªT��©d£��¢Ê�����©d�����;���à¸K¦�µ· �Ë·ÞW¯3«d����©d�&%¤ÞW¯3©d£¤����������©+Ê�����©d����Þ�¦â¯3©e«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©p²
Ìl©d��ªT�±�¥¯3�¢�OÝK����£���©¼£¤«��� ¥¡¢£¤����Ð���¦â¯�%·������«�©�ªT��©¢£���� � ÜM¸K¦�µ· �Ë � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª����ë�&%·ÞW¯3©d£¤����������©Ê�����©d����Ü
Þ�¦â¯3©k«�©�ªT��ªg�¥¯3Þ�¡d��©1®ÒÖ��¢¯3¦�¦��*Ìl©d���¥¯3©�É³��©�§,�±����������Ð��±��«�¦��¥¯3��������É±����¦��³²OÊ2¯uÕ��±£�µ· �¡c£¤���±���±� � µa��ªT��¡d��©�®ÒÖ��
£¤����â�«dµa������©k����©�����ªT��¦tÞ���µa§�¦�����¯3������ ¥¡������³¹3ËTµa©�©k����©�£d¯3������ËT����©d� � ����§,�±��������«�©�ª	£�����ªg¦�µa§W¯3¦���©*«�©e��������©
¶· �¡��¥¯3©�ËT�¼����É±����¦��xÝK����£���©p²

y�{ ��{ � ijUWLpS&P(` ] XTm&[&opUW[
Íp����É±����©d£¤¦��� ¥¡1Ëg¯3©�© ��¯3© ©W¯a �¡�£���© ªT�±�¥¯3�¼����©1¸������¥¯a �¡k��«�©�ªT��© £����2«�©k�������� ¥¡����±£¤¦��� �¡d��©�Ð���¦â¯�%¤������«�©¤Ü
ªT��©}£���� � ¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©�ªT��© É±«}£����6¶· �¡�¦�«»Ö ªT��¦â¯3©�ªT��©p¹�£d¯a����Tµa�*¯3¦�¦���� £¤��� â�«dµa������©k����©�����ªT��¦�«�©�ª
Þ���µa§�¦�����¯3������ ¥¡%�����³² Z
°���©d������©¤®I¯a �¡d�*°���Ëe¦â¨3��«�©�ªE£d¯�®ÒÖ��2¦����Ô®Y����©�£¤����¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªT������ªT��¦�©p²øßøÖ��	£¤��� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª}UIËT����©d�
¬�©����± �¡�©k«�©�ªfWO¡W¯3�*£d¯a��Ð���¦â¯�%¤��������© £����*¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªT������ªT��¦�©Q�������e�â¯3¦�����Ý��������8ËT����©d��© °���©)¿d«»Öd¹�£d¯3����©
§,��ªgÖ�©d£�������� ¥¡ ¯3«d ¥¡ £¤���8¶e�¥¨3��ËT��£¤���±�¥���¼Ð���¦â¯�%¤������«�©�ªd²øß#Ö��£¤���*�*����������©�Ìl©d���¥¯3©�É³��©1Ëg¯3©�©c£d¯a£¤«��� ¥¡
����¦â¯3�����c�¥ �¡�©d��¦�¦�ªT��É³����ªg��ÝK����£���©p¹�£d¯a���¼ËT����©d�jÊ�����©d������������£¤���±����� � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ª�«�©d£c©d��ªk¯3�����T��©
���±£¤«�É±����������©%Û�µg������©E�&%¤��������������©p²
Ê����2ÌM©e����ªg�¥¯3����µa©E£�����¬�©����± �¡�©e«�©�ªT������ªT��¦p®ÒÖ��x¸�¦�µe ¥ËeÞW¯3«d����©8Ëg¯3©�©p¹¤ÝV���2ªT��É³����ªg�³¹¤��©Ï�&%¤ÞW¯3©d£¤����������©%Ê��ÑÜ
ªg�¥¯3Þ�¡d��© ����®Òµa¦�ªT��©p²�ßøÖ��j£���©QßW¯3¦�¦;©e«��j����©d�±�j¸�¦�µ· �ËT�±��ÝV«���£�� ¯3«d �¡ £¤���±�8¯3© �*��¡���������© Ìl©d���¥¯3©�É³��©
ªT�����±�������x«�©d£8®×Ö�¡������2É±«8Þ,µg���������T��©E°���ªT��§�©���������©p²
Ê2¯3¡���©�ªT��ªT��©1�����	£¤«��� ¥¡c£d¯a� � ����©W¨a ¥¡�¦â¨a������ªT��© £����¢¬�©����± ¥¡�©k«�©�ªT������ªT��¦K®ÒÖ��	£¤���Oâ�«dµa������©k����©�����ªT��¦�£¤���
Ð(!V¶ � Ð���¦â¯�%·������«�©�ª�£¤���±�¥��� � ¯3«d�¥��©�����ªT��¦�«�©�ª��*�������VÉ±«%�� �¡�¦��± ¥¡k�³²

_D�4EGIm>.ADRGADTv^JZÙ¦§¨KO�EG_kL�Zws�l]AXO*^KADt"á�^JZ[_=_�^KEGA�t�ADEG_kLPADIÛáKu�Ý[HYOPADI�^©^YAMOi`ba�VKc@>.AXOPADFXHKIWsJIJT�T�AM¦ÜsJI�^YADIJAMIÛáBg�EGADIK_kLPA�^KEGA��sJUwLPEGADI(LPADIKOPADT[ADRGsJIKTµAMO=¦§¨KRGRSAMIÛd



���³½ �a56�@1E8F=C7�FM��?+= :F��7�8»5�8F= �F2+ÆÐ?+=+DF4+=C2+=@?° Ê=CÉ 261G:»:�=
HW{*{ |Ð�u��¦����Yª��
Ê����2È%Îaªg¦��� ¥¡�ËT�����³¹d£¤«��� �¡%£d¯a�V�&%�¯3Ë·���2ÍpÎg����©8�Tµa©ÏÐ(!V¶ � Ìl©d���¥¯3©�É³��©8«�©k�������¶· �¡��¥¯3©�ËT��©Ï®ÒÖ��V£d¯a�VÊ	¶ �
É±« ªT��©d������������©p¹ø������¦�¦��¼���� ¥¡�¯3¦���£¤«��� �¡W¯3«d������©�©e�Tµa¦�¦V£d¯3�³²#Ê���������É±����¦�����©�«�©e��������© ¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��©�®×Ö��£d¯a�
È+Í � §,��¦���ªT��©E£¤���±�³²
�T�V�*��¡��KÊ�����©d����§���¦�£¤«�©�ªT������ªT��©d�� �¡W¯�®Ò����©uÕ��±£�µ· �¡�£¤«��� ¥¡�£¤����¶· ¥¡�©���������§t��©d��©j£�����Û;¦â¯a�����xß�¶»!c«�©d£*Ì�¶»!
���� ¥¡d����ªT�±������¦�¦���ÝK����£���©��¼Öd������©p¹a£��±����µ�ËTµa��Þ�¦��&%¤����«�©d£�Tµa��¯3¦�¦���� ¦â¯3©�ªgÝV��������ªT����ÝV����£�£¤����¸������± �¡�©k«�©�ª
£��±��Ú�Þ�������¯3¦�ÝK�������±��£��±�øÐ(!V¶ � ²aÊ;�±��ÝK��ªT��©������ø�±�#����©�©k�Tµa¦�¦����³¹3ÝV�����Tµa��ªT�±������¦�¦��³¹a�&%¤ÞW¯3©d£¤���������xá��¥¯3Þ�¡d��©p¹
��©�£���©d��©*�*��¡��KÊ�����©d����§���¦�£¤«�©�ªT������ªT��©d�� �¡W¯�®Ò����©8£¤������Ëe��¯3¦���Ð��±��µa«��� ±�6!�µa©d�����¥¯3��©k���K�*µe£���¦�¦�������§W¯3������©d£(¹
É±«ÏËTµa©d������«���������©p²
¶·µa������Ý�¨3�����±�&�*Îaªg¦��� ¥¡��� ¥¡�©d��¦�¦������;Ð"!V¶ � ÍpÎg��«�©�ªT�¥¯3¦�ªTµa������¡��*��©Ï¯3©�É±«kÝK��©d£���©p²»�k�±£�µe ¥¡������&£d¯3§t���tÉ±«
§,�³¯a �¡k����©p¹�£d¯a�¥��£d¯3©�©j£���������Þ�¦���É±�����;°���©d�¥¯3��É;�Tµa©8¶· ¥¡�©���������§t��©d��©EÞ���µa§�¦�����¯3������ �¡8ÝV����£�«�©d£�£��±��¡W¯3¦�§
ËT����©d�±��®I¯3¦�¦���®Y�±����������¡k�³¹Wµa§E��µ��T����ªg¦����� �¡e§W¯3���¢«�©e�������¶· ¥¡��¥¯3©�ËT��©EªT��©d������������Ý�����£���©EËTÎa©�©d��©p²
Ê�«��� �¡+£¤���2�Tµa��ªT�±������¦�¦�����©+«�©d£E¯3©�ªT��Ý�¯3©d£¤����© ´O�± ¥¡�©���ËT��©+����¡W¨3¦�����¯3©EÉ±«d£����à��©d���¥¯3©�ÉC¯3§�¡W¨3©�ªg��ªT�¼Ìl©¤Ü
®Yµa����¯3����µa©d��© Ö�§t���;£¤����Ð�µa¦�¦��£����;Ê�����©d���¥¯3������© «�©d£ � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©p¹O£(² ¡p²t��©d��§,�±��µa©d£������ÝK��¦� ¥¡d�
Ê�����©d������ÝKµa�*Îaªg¦��� ¥¡1©dµ· �¡ É±«�����©d����§,�±����������© Ê�����©d����Þ�¦â¯3© ®ÒÖ�¡�����© ËTÎa©�©k����©p²OÊ����±�¥��ÌM©¤®Yµa����¯3����µa©d��©
ËTÎa©�©d��©E£¤«��� ¥¡W¯3«d��¡���¦Ñ®Ò������ �¡E®×Ö��x£¤����!�µa¦�«���© á;��©d���¥¯3����µa©%Û	¯3¦���§���������«�©�ª�������©p²
Ìl©d��ªT�±�¥¯3�¢�¼ÝV����£^Õ��±£�µe ¥¡c£¤���±���±� � µa��ªT��¡d��©p¹O£(² ¡p²p��©d��§t�±��µa©d£�������£����¢ªT�±�¥¯3�¼����Ú�Þ�������������«�©�ªT��Þ���µaÉ³�±���
£����VÊ�����©d����Þ�¦â¯3©k«�©�ª����K_ � » � ¹¤£¤«��� �¡E£¤��� � ����¦�ÉC¯3¡�¦O¯3©j�&%¤��������������©d£���© � ¯3«d����©�����ªT��¦�«�©�ªT��©E«�©d£8¬�©¤Ü
���± �¡�©e«�©�ªT������ªT��¦�©�����¡d��§�¦��� �¡������� �¡eÝK�����³²
ØhÝ�¯3�¼�����	�±�	£¤«��� ¥¡W¯3«d�¢�*Îaªg¦��� ¥¡ ¯3¦�¦�������¦����g¯3©k����© Ð���ªT��¦�«�©�ªT��©1��©c£d¯a�¼¶M*·��������É±« ��©k����ªg����������©p¹ø£���©¤Ü
©dµ· �¡������K£���«���¦��� ¥¡�ªT��Ý�µa��£���©p¹¤£d¯a���&£¤«��� ¥¡j£¤����°>%¤��������©�É�����©d�±�KËTµa��Þ�¦��&%���©�«�©d£�Ëa¯3«�� ���¥¯3©d��ÞW¯3����©e����©
Ð���ªT��¦�Ý�����ËT�±�x���Ô_ � » � £d¯a��µaÞ�������¯3¦��	ÍOÎg����©Ï�Tµa©EÊ	¶ � Ìl©d���¥¯3©�É³��©%¨3«»ÖT���������� �¡eÝV��������ª������³²
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Lr�x� ���%�3�������%�3���3���������2 �¡�¢�£��0¤���¡
¥5¦¨§�¦¨§ ©«ª¬�®°¯
±*²´³¯�±�µ�ª-¶·±
• ¸�¹»º½¼7¾m¿fÀ!Á G ¹ÃÂQÄ
ÅÆ¹»ºVÇ�¾Q¹»À�ÅÆÈ (V,E,Ψ) É�Å�ÂQÄ�ÅÆÁ�ÅÆº�ÊV¿fË�Â
ÅÆ¹»º�ÅÆ¾7ÌSÅÆº�ÊÍÈ»¹ÃÎmÁ�ÅÆº3Ï
º!¹ÃÎ�Á�ÄIÐ·ÈÃÅ�ÅÆ¾�ÅÆº½ÑyÅÆº!ÒÅ
V ÓÅÆ¹»º�ÅÆ¾%ÑvÅÆº!ÒÅ E Ë!º�ÊVÅÆ¹»º�ÅÆ¾°ÔJº!Õ�¹ÃÊ!ÅÆº!ÕÆÖSË!º!×-ÄQ¹ÃØÙº Ψ : E → V (2) ÚÛ ¹ÃÅÆ¾QÉ�ÅÆ¹*É�ÅÆÕÜÅÆ¹ÃÎ�Á!º�ÅÆÄ V (2) ÊÍ¹ÃÅÑyÅÆº!ÒÅÝÊ!ÅÆ¾:Ë!º!ÒÅ�ØÙ¾�ÊÍº�ÅÆÄ�ÅÆºßÞ5¿<¿f¾�ÅÝàØÙº�Ì�º!¹ÃÎ�Á�Änº�ØÙÄJá°ÅÆº�ÊÍ¹»ÒÅÆ¾QáâÅÆ¹ÃÂ�ÅãàÅÆ¾�Â�ÎmÁ!¹ÃÅ�Ê!ÅÆº�ÅÆº3Ï7¸�ÈÃÅÆäãÅÆº�Ä�ÅÆºàØÙº V Ú ¸�¹»º�¸�ÈÃÅÆäãÅÆº�Ä5¿fË�Â V Á�ÅÆ¹»å<ÄEæ�º�ØÙÄ�ÅÆºçÌSÅÆº!Ò<È»¹ÃÂ�ÎmÁ�èÜàÅÆ¾QÄ�Åhé*ÏhÓÜÅÆ¹»º�¸�ÈÃÅÆäãÅÆº-Ä5¿fË�Â E Á�ÅÆ¹»å<ÄEær¿fº�Ä�ÅÌSÅÆº!Ò<È»¹ÃÂmÎ�Á�è�Å�ÊÍÒÅêÏ Ú�ë Ë�ìQÅ�Ê!ÅÆ¾�ær¿fº�Ä�Å e ∈ E Ò<¹»É!Ä�Å�Â�¿fÈÃÂmØnæ�º�ØÙÄ�ÅÆº u, v ∈ V äí¹»Ä Ψ(e) = uv = vu Ú

• ¸�¹»ºïî:¹»Ò<¾m¿fÀ!ÁðÌSØ-Ê!ÅÆ¾nÒÅÆ¾Q¹ÃÎmÁ�Ä�ÅÆÄ�ÅÆ¾ã¼7¾m¿fÀ!Á3Ï D = (V,A) É�Å�ÂQÄ�ÅÆÁ�Ä�¿fË�ÂrÅÆ¹»º�ÅÆ¾çÌSÅÆº�ÊÍÈ»¹ÃÎ�Á�ÅÆº3Ïrº!¹ÃÎ�Á-ÄIÐÈÃÅ�ÅÆ¾�ÅÆºïæ�º�ØÙÄ�ÅÆº!äãÅÆº!ÒÅ V Ë!º�ÊßÅÆ¹»º�ÅÆ¾çÌSÅÆº�ÊÍÈ»¹ÃÎ�Á�ÅÆº3ÏrÑvÅÆº!ÒÅ A àØÙºòñ%óÙÒÅÆºôÌSÅÆº!Ò<È»¹ÃÂmÎ�Á�èE¿f¾�ÎêÏ Ú ¸�¹»ºñ%ØÙÒÅÆº a ¹ÃÂ�Ä�ÅÆ¹»ºòÒÅ�ØÙ¾�ÊÍº�ÅÆÄ�Å�ÂÝÞ5¿<¿f¾�àØÙºõæ�º�ØÙÄ�ÅÆº�Ó´¿fÈÃÂ�Ø a = (u, v) Ó u ¹ÃÂQÄ�Ê!ÅÆ¾�ö�ºÍÖ·¿fº!ÒÂIÐ7Ø'Ê!ÅÆ¾÷ Äm¿f¾QÄQ×'º�ØÙÄ�ÅÆº�Ó v Ê!ÅÆ¾�¸�º�Ê'Ð°Ø'Ê!ÅÆ¾ ë ¹ÃÅÆÈ»×-º�ØÙÄ�ÅÆº}àØÙº a Ó!Ê�¿fº!º}Á�ÅÆ¹»å<Ä u ø�ØÙ¾QÒ�ùfº!ÒÅÆ¾�àØÙº v Ó v ú�¿ÙÎ�ÁÍÐÖbØÙÈ»ÒÅÆ¾0àØÙº u Ó a ¹»º!Õ�¹ÃÊÍ¹ÃÅÆ¾QÄ:äí¹»Ä u Ë!º�Ê v ÚÌSî�ÅÆ¾aø�ØÙÈ»ÈÃÂQÄmùfº�ÊÍ¹»Ò<×ÅÆ¹»Ä:Á*¿fÈ»É2ÅÆ¾aä�û!å<Ä�ÅÆºüáa¹»¾aÁ!¹ÃÅÆ¾0ÅÆÉ�ÅÆºÍÖb¿fÈ»ÈÃÂaÅÆ¹»º�ÅnÔJº!Õ�¹ÃÊ!ÅÆº!ÕÆÖ�Ë!º!×'ÄQ¹ÃØÙº Ψ = (t, h) :
A→ V ×V ÅÆ¹»ºÍÖ�û!Á!¾�ÅÆº Ú<ý û!¾�ÅÆ¹»º�ÅÆºãñ%ØÙÒÅÆº a ∈ A ¹ÃÂQÄ�Ê�¿fº!º t(a) Ê!ÅÆ¾�ö�ºÍÖ·¿fº!ÒÂQ×'º�ØÙÄ�ÅÆºüÌSÅÆº!Ò<È»¹ÃÂ�Î�Á�èÄm¿f¹»È,Ï´Ë!º�Ê h(a) Ê!ÅÆ¾�¸�º�ÊÍ×'º�ØÙÄ�ÅÆºvÌSÅÆº!Ò<È»¹ÃÂ�ÎmÁ�è<Á�ÅÜ¿ÙÊ*Ï~àØÙº a Ú Ï ý û!¾ W ⊆ V Â�ÅÆ¹ δ+(W ) := {(i, j) ∈
A| i ∈W, j 6∈W}, δ−(W ) := δ+(V \W ) Ë!º�Ê δ(W ) := δ+(W )∪ δ−(W ) Ú ÔJºVÊÍ¹ÃÅ�ÂmÅÆ¾%ö:¾QÉ�ÅÆ¹»ÄáâÅÆ¾�Ê!ÅÆºíìQÅ�Ê!Ø-ÎmÁ½º�Ë!¾0ÊÍ¹ÃÅnÑyÅÆº!ÒÅÆº δ+({v}), δ−({v}), δ({v}) É�ÅÆº�óÙÄQ¹»Ò<ÄÜÓÍá°ÅÆÈÃÎmÁ�Ånáa¹»¾%ÖbØÙ¾QÄm¿fºVäí¹»Ä
δ+(v), δ−(v), δ(v) ¿fÉ!×-û!¾QÕÜÅÆº>á°ØÙÈ»ÈÃÅÆº Ú î7ÅÆ¾°ö�Ë!åÅÆº!Ò<¾m¿ÙÊyÌSÔ¨º!º�ÅÆº!Ò<¾m¿ÙÊ*Ï�àØÙº v ¹ÃÂ�Ä
ÊÍ¹ÃÅ0ö:º!Õê¿fÁ!È*Ê!ÅÆ¾ñ%óÙÒÅÆºïäí¹»Ä�ö�ºÍÖ·¿fº!ÒÂQ×'º�ØÙÄ�ÅÆºDÌS¸�º�ÊÍ×'º�ØÙÄ�ÅÆº3Ï v Ú î7¹ÃÅ ÷ Ë!äíäãÅãàØÙºïö�Ë!åÅÆº!Ò<¾m¿ÙÊòË!º�ÊòÔJº!º�ÅÆº!Ò<¾m¿ÙÊ¹ÃÂ�Ä0Ê!ÅÆ¾7¼7¾m¿ÙÊ½àØÙº v Ú

• ÔJºþÅÆ¹»º�ÅÆä î7¹»Ò<¾m¿fÀ!Á�ÅÆº�Á�ÅÆ¹»å<ÄDÅÆ¹»º�ÅÿÅÆº�ÊÍÈ»¹ÃÎ�Á�Å ý ØÙÈ»ÒÅ P = (v0, a1, v1, a2, v2, · · · , ak, vk),
k ≥ 0 ænÅÆÄQÄ�Å<ÓâÖb¿fÈ»ÈÃÂ P äí¹»ÄüÅÆ¹»º�ÅÆä æ�º�ØÙÄ�ÅÆº É�ÅÆÒ<¹»º!º�ÄÜÓ%äí¹»ÄüÅÆ¹»º�ÅÆä�º!¹ÃÎmÁ�Äüº�ØÙÄJá°ÅÆº�ÊÍ¹»ÒÅÆ¾QáâÅÆ¹ÃÂ�ÅÒ<ÈÃÅÆ¹ÃÎmÁ�ÅÆº«æ�º�ØÙÄ�ÅÆºyÅÆº�Ê!ÅÆÄ7Ë!º�Êü¹»ºyÊ!ÅÆ¾:æ�º�ØÙÄ�ÅÆºyË!º�Êvñ%óÙÒÅÆºy¿fÈ»Ä�ÅÆ¾Qº!¹ÃÅÆ¾�ÅÆº�Ê«¿fËÍÖSÄQ¾�ÅÆÄ�ÅÆº�Ó3ÂmØ>Ê�¿fårìQÅhÐÊ!ÅÆ¾íñ%ØÙÒÅÆº ai äí¹»ÄíÊ!ÅÆºõÉ�ÅÆ¹ÃÊ!ÅÆº\æ�º�ØÙÄ�ÅÆº vi−1 Ë!º�Ê vi ¹»º!Õ�¹ÃÊÍ¹ÃÅÆ¾QÄ Ú�ý ¿fÈ»ÈÃÂÝ¹»º�ÅÆ¹»º�ÅÆä î7¹»Ò<¾m¿fÀ!Á�ÅÆº¿fÈ»ÈÃÅ7ñ%óÙÒÅÆº ai Ê!ÅÆ¾âænÅÆÄQÄ�Å P Ê!ÅÆ¾ ý ØÙ¾Qä (vi−1, vi) ÂQ¹»º�Ê�Ó-Ê Ú Á Ú ÂQ¹ÃÅ:ÂQ¹»º�ÊãÒ<ÈÃÅÆ¹ÃÎmÁ!ÒÅÆ¾Q¹ÃÎ�Á�Ä�ÅÆÄÜÓ*Â�Ørº�ÅÆº!º-Ää>¿fº P ÒÅÆ¾Q¹ÃÎ�Á-Ä�ÅÆÄ�Å�ænÅÆÄQÄ�ÅaØ'Ê!ÅÆ¾ (v0, vk) Ð¨Þ5Ö·¿ÙÊ Ú Ñ ¿fºÝÉ2ÅÜ¿ÙÎmÁ�Ä�ÅaÁ!¹ÃÅÆ¾QÉ�ÅÆ¹·ÓÙÊ�¿ÙÂ�Â�ñ%óÙÒÅÆºÝË!º�Êíæ�º�ØÙÄ�ÅÆºáa¹ÃÅ�Ê!ÅÆ¾QÁ�ØÙÈ»Äa¿fËÍÖSÄQ¾�ÅÆÄ�ÅÆº>×óÙº!º�ÅÆº Ú � ¹»È»È*ä>¿fºçÊÍ¹ÃÅ�Â�º!¹ÃÎ�Á-Ä°Õ�Ë!È ¿ÙÂmÂ�ÅÆº�Ó�Â�ØnÂ�À!¾Q¹ÃÎ�Á�Äâä>¿fº>àØÙºçÅÆ¹»ºÍÖb¿ÙÎmÁ�ÅÆºÌSÂ�¹»äíÀ!ÈÃÅêÏâÉ!Õ�á Ú ÅÆÈÃÅÆäãÅÆº�Äm¿f¾�ÅÆº Þ5Ö·¿ÙÊ!ÅÆº Ú
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• �:äÿÊÍ¹ÃÅ ÷ ÄQ¾QË!×'ÄQË!¾5ÅÆ¹»º�Å�Â5î7¹»Ò<¾m¿fÀ!Á�ÅÆºÝàÅÆ¾�ÅÆ¹»ºÍÖb¿ÙÎmÁ�Ä�¹»º�ä>¿fÄQÁ�ÅÆä>¿fÄQ¹ÃÂ�Î�Á�ÅÆº ý ØÙ¾QäãÅÆÈ»ºã¿fÉ!Õ�Ë!É!¹»ÈÃÊ!ÅÆº�Ó<Â�ÅÆ¹ÖbØÙÈ»ÒÅÆº�Ê!ÅÝÑy¿fÄQ¾Q¹ é N ∈ {−1, 0, 1}|A|×|V | ¿fÈÃÂ7æ�º�ØÙÄ�ÅÆºÍÐ¨ñ%ØÙÒÅÆºÍÐ¨Ô¨º!Õ�¹ÃÊ!ÅÆº!Õ�ä>¿fÄQ¾Q¹ éßÊ!Å�Â7î7¹»Ò<¾m¿fÀ!Á�ÅÆº
D = (V,A) É�ÅÆÕÜÅÆ¹ÃÎ�Á!º�ÅÆÄ Ú în¿fÉ�ÅÆ¹�Ò<¹»È»ÄÜè

N(v,a) =





1 Ó'Ö·¿fÈ»ÈÃÂ0æ�º�ØÙÄ�ÅÆºüà ÷ Äm¿f¾QÄQ×-º�ØÙÄ�ÅÆºyÊ!Å�Â0ñ%ØÙÒÅÆº�Â:¿�¹ÃÂQÄ
− 1 Ó'Ö·¿fÈ»ÈÃÂ0æ�º�ØÙÄ�ÅÆºüà ë ¹ÃÅÆÈ»×-º�ØÙÄ�ÅÆº}Ê!Å�Â:ñ%ØÙÒÅÆº�Â�¿Ý¹ÃÂQÄ

0 Ó!Â�ØÙº�ÂQÄ Ú
• ¸�¹»º�Å>ö�É!É!¹»ÈÃÊÍË!º!Ò ω : V → {1, 2, . . . , n} Á�ÅÆ¹»å<ÄnÄ�ØÙÀ�ØÙÈÃØÙÒ<¹ÃÂ�Î�Á�Å>æ�º�ØÙÄ�ÅÆº�Â�ØÙ¾QÄQ¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒvÊ!Å�Ânî7¹»Ò<¾m¿�ÐÀ!Á�ÅÆº D = (V,A) äí¹»Ä |V | = n Ó3Öb¿fÈ»ÈÃÂ:ÖSû!¾r¿fÈ»ÈÃÅ (u, v) ∈ A Ò<¹»È»Ä ω(u) < ω(v) Ú Ñy¿fº É�ÅÜ¿ÙÎ�Á-Ä�Å<ÓÊ�¿ÙÂmÂnÊÍ¹ÃÅ�Â�Å ÷ ØÙ¾QÄQ¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò}×ÅÆ¹»º�Å�ÂIÖb¿fÈ»ÈÃÂ�ÅÆ¹»º�Ê!ÅÆË!ÄQ¹»Òü¹ÃÂ�ÄÜÓìQÅ�Ê!Ø-ÎmÁ Ò<¹»È»Ä�ÊÍ¹ÃÅ��! -Ë!¹»àÙ¿fÈÃÅÆº!ÕãÊ!ÅÆ¾7ÖbØÙÈ»ÒÅÆº�Ê!ÅÆºö:Ë�Â�Âm¿fÒÅÆº�è

� Ú î�ÅÆ¾�î7¹»Ò<¾m¿fÀ!Á D = (V,A) É�Å�ÂQ¹»ÄQÕ�Ä0ÅÆ¹»º�ÅnÄ�ØÙÀ�ØÙÈÃØÙÒ<¹ÃÂ�Î�Á�Å�æ�º�ØÙÄ�ÅÆº�Â�ØÙ¾QÄQ¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò Ú� Ú î�ÅÆ¾�î7¹»Ò<¾m¿fÀ!Á D = (V,A) ¹ÃÂQÄaÕ#"'×ÅÆÈ Ö�¾�ÅÆ¹ Ú
¥5¦¨§�¦%$ &ü®
³<¶('ð¶·±�ª*)°²�+
• ÷ ÅÆ¹�ÖbØÙÈ»ÒÅÆº�Ê!Å�Â:¿fÈ»È»ÒÅÆäãÅÆ¹»ºy¿fÈÃÂ�,:À!ÄQ¹»äí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä�Ê!Å.-�º!¹ÃÅÆ¾QÄÜè¼nÅÆÒÅÆÉ2ÅÆºãÂ�ÅÆ¹ÃÅÆºíÅÆ¹»º�ÅaÑyÅÆº!ÒÅ S ÓÙÊÍ¹ÃÅ%áa¹»¾5ÖSØÙ¾QÄm¿fºÝäí¹»Ä�Õ�Ë!È ùÙÂ�ÂQ¹»ÒÅÆ¾�ÑyÅÆº!ÒÅ%É�ÅÆÕÜÅÆ¹ÃÎ�Á!º�ÅÆºãáâØÙÈ»ÈÃÅÆº�ÓÙË!º�ÊÅÆ¹»º�Å�ÒÅ�ØÙ¾�ÊÍº�ÅÆÄ�ÅÝÑvÅÆº!ÒÅ (T,≤) Ó3Ê�¿fº!º}Ò<¹»È»Ä:Õ�áa¹ÃÂ�Î�Á�ÅÆºçìIÅrÕ�á°ÅÆ¹5¸�ÈÃÅÆäãÅÆº�Ä�ÅÆº s, t ∈ T ÒÅÆº*¿fËyÅÆ¹»º�ÅÊ!ÅÆ¾0ÖSØÙÈ»ÒÅÆº�Ê!ÅÆº}ñ%ÅÆÕ�¹ÃÅÆÁ-Ë!º!ÒÅÆº s < t Ó s > t Ø'Ê!ÅÆ¾ s = t Ú î�Å�Âaá°ÅÆ¹»Ä�ÅÆ¾�ÅÆºyÂ�ÅÆ¹�ÅÆ¹»º�Årö:É!É!¹»ÈÃÊÍË!º!Ò f :
S → T ÒÅÆÒÅÆÉ2ÅÆº Ú ¼�Å�ÂQË�Î�Á-ÄE¹ÃÂQÄ�ÅÆ¹»º�¸�ÈÃÅÆäãÅÆº�Ä x∗ ∈ S äí¹»ÄEÊ!ÅÆ¾E¸�¹»ÒÅÆº�ÂmÎ�Á*¿�ÖSÄ f(x∗) ≥ f(x) Ö�û!¾E¿fÈ»ÈÃÅ
x ∈ S ÌSÑ ¿�éÍ¹»äí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäçÏ~Ø-Ê!ÅÆ¾ f(x∗) ≤ f(x) ÖSû!¾~¿fÈ»ÈÃÅ x ∈ S ÌSÑ}¹»º!¹»äí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäçÏ ÚÛ ¹ÃÅÆ¾IÖSû!¾0á°ÅÆ¾�Ê!ÅÆº½ÖbØÙÈ»ÒÅÆº�Ê!Å ÷ ÎmÁ!¾�ÅÆ¹»É�áâÅÆ¹ÃÂ�ÅÆºvÉ�ÅÆº�Ë!ÄQÕ�ÄÜè

max
x∈S

f(x) Ø'Ê!ÅÆ¾ max{f(x) | x ∈ S},
min
x∈S

f(x) Ø'Ê!ÅÆ¾ min{f(x) | x ∈ S}.

• ¼�ÅÆÒÅÆÉ�ÅÆº}Â�ÅÆ¹ÃÅÆº c ∈ / n Ó A ∈ / (m,n) Ó b ∈ / m Ó!Ê�¿fº!ºüÁ�ÅÆ¹»å<Ä
Ì10�Þ°Ï max cTx

s.t. Ax ≤ b
x ∈ / n

È»¹»º�ÅÜ¿f¾�Å�Â2,:À!ÄQ¹»äí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä Ú ¸�Â�ÂQÄ�ÅÆÈ»È»Ä�Á!¹ÃÅÆ¾QÉ�ÅÆ¹!×ÅÆ¹»º�ÅÆ¾QÈÃÅÆ¹*¸�¹»º�Â�ÎmÁ!¾mùfº!×-Ë!º!Ò�Ê�¿f¾ÜÓ<Ê�¿ÙÂ�Â�Å�Â�ÂQ¹ÃÎmÁË!ä3�:º!Ò<ÈÃÅÆ¹ÃÎ�Á-Ë!º!ÒÅÆº}Á*¿fº�Ê!ÅÆÈ»ÄÜÓ!Ê�¿�Ø54�ÅÆº�ÂQ¹ÃÎ�Á-ÄQÈ»¹ÃÎ�Á�Å�ÇE¾m¿fº�ÂIÖbØÙ¾Qä>¿fÄQ¹ÃØÙº�ÅÆº}Õ�Ë}¼7ÈÃÅÆ¹ÃÎ�Á-Ë!º!ÒÅÆºvÅhéÍ¹ÃÂQÄQ¹ÃÅhÐ¾�ÅÆº Ú Ñv¹»ÄaÌSî7ÞâÏ´á°ØÙÈ»ÈÃÅÆºíáa¹»¾�Ê�¿ÙÂ5Õ�ËíÊÍ¹ÃÅ�Â�ÅÆä60�ÞßÊÍË*¿fÈÃÅ!0�¹»º�ÅÜ¿f¾�ÅaÞ�¾�ØÙÒ<¾m¿fäíä É2ÅÆÕÜÅÆ¹ÃÎmÁ!º�ÅÆº�ÓÙá°ÅÆÈÃÎ�Á�Å�ÂÂ�¹ÃÎ�Áí¿fËÍÖ�Ò<¾QË!º�ÊÝÊ!ÅÆ¾ ÷ ùfÄQÕÜÅ°Ê!ÅÆ¾5î7Ë*¿fÈ»¹»ÄmùfÄ�ÂQÄQÁ�Å�ØÙ¾Q¹ÃÅ%É2ÅÆ¹'Ê!ÅÆ¾7,:À!ÄQ¹»äí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒnË!º�Ê�Ê!ÅÆ¾5ñâÅÆáâÅÆ¹ÃÂIÖSû!Á!¾QË!º!Ò¿fÈÃÂ0Á!¹»È Ö�¾�ÅÆ¹ÃÎmÁvÅÆ¾Qá°ÅÆ¹ÃÂ�Ä Ú
ÌSî�Þ°Ï min bT y

s.t. AT y = c
y ∈ / n+

• ¼�ÅÆÒÅÆÉ�ÅÆº}Â�ÅÆ¹ÃÅÆº c ∈ / n Ó A ∈ / (m,n) Ó b ∈ / m Ó!Ê�¿fº!ºüÁ�ÅÆ¹»å<Ä
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ÌSÔoÞ°Ï max cTx
s.t. Ax ≤ b

x ∈ L n
È»¹»º�ÅÜ¿f¾�Å�Â�Ò�¿fº!Õ�Õê¿fÁ!È»¹»ÒÅ�Â�ÌSØ'Ê!ÅÆ¾0×'Ë!¾QÕèÍÒ�¿fº!Õ�Õê¿fÁ!È»¹»ÒÅ�ÂxÏ=,:À!ÄQ¹»äí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂ�À!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä Ú

• ÷ ¹»º�Ê\ÂmØÜá°ØÙÁ!È:Ò�¿fº!Õ�Õê¿fÁ!È»¹»ÒÅ<Óâ¿fÈÃÂç¿fË�Î�ÁC¾�Å�ÅÆÈ»ÈÃÅüø
¿f¾Q¹ ¿fÉ!ÈÃÅÆºC¹»ä Þ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä àØÙ¾QÁ*¿fº�Ê!ÅÆº�Ó
Â�Ø«Â�À!¾Q¹ÃÎ�Á�Ää>¿fº}àØÙº}ÅÆ¹»º�ÅÆä ÒÅÆäí¹ÃÂ�ÎmÁ�Ä�Ò�¿fº!Õ�Õê¿fÁ!È»¹»ÒÅÆºyÈ»¹»º�ÅÜ¿f¾�ÅÆº}Þ�¾�ØÙÒ<¾m¿fäíä�ÌSÑvÔoÞ°Ï Ú
• ¸�¹»º�Å�M:ÅÆÈ ¿�é'¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò(Õ�Ë ÅÆ¹»º�ÅÆäþÒÅÆÒÅÆÉ�ÅÆº�ÅÆº«Ñ}¹»º!¹»äí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂ�À!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä min{f(x) | x ∈ S} ¹ÃÂQÄ:ÅÆ¹»ºáâÅÆ¹»Ä�ÅÆ¾�Å�ÂnÑ}¹»º!¹»äí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂ�À!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä min{f(x) | x ∈ S} ÖSû!¾�Ê�¿ÙÂ7ÊÍ¹ÃÅ�ÖbØÙÈ»ÒÅÆº�Ê!ÅÆºyÕ�áâÅÆ¹�ö�Ë�Â�Âx¿fÒÅÆºÒÅÆÈ»Ä�ÅÆº�è

� Ú S ⊆ S Ó� Ú f(x) ≥ f(x) Ú
• ¸�¹»ºv¸�º�Ä�Â�ÎmÁ�ÅÆ¹ÃÊÍË!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä Π Ó!Ê Ú Á Ú ÅÆ¹»º}Þ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäüÓ3Ê�¿ÙÂ�Âaº�Ë!¾:ÊÍ¹ÃÅrö�º-Ä¨áâØÙ¾QÄ�ÅÆºON ì�¿PN�Ø'Ê!ÅÆ¾QN º�ÅÆ¹»ºINÕ�Ë!È ùÙÂmÂQÄÜÓ!ÒÅÆÁ�óÙ¾QÄ0Õ�Ë!¾�æ�È ¿ÙÂmÂ�Å NP ÓÍáâÅÆº!º}Å�Â0ÊÍ¹ÃÅ�ÖbØÙÈ»ÒÅÆº�Ê!ÅÆº}¸�¹»ÒÅÆº�ÂmÎ�Á*¿�ÖSÄ�ÅÆº ¿fËÍÖSá°ÅÆ¹ÃÂQÄ Ú

� Ú0ý û!¾*ìIÅ�Ê!Å�ÔJº�ÂQÄm¿fº!Õ I ∈ Π ÓÆÖSû!¾EÊÍ¹ÃÅ°ÊÍ¹ÃÅ�ö�º-Ä¨áâØÙ¾QÄ2N ì�¿PN�È ¿fË!Ä�ÅÆÄÜÓêÒ<¹»É!Ä´Å�Â�äí¹»º�Ê!Å�ÂQÄ�ÅÆº�Â~ÅÆ¹»º�,:ÉÍìQÅÆ×'ÄR Ó�äí¹»Ä�Ê!Å�Â�Â�ÅÆº Û ¹»È ÖSÅnÊÍ¹ÃÅnæ:ØÙ¾Q¾�ÅÆ×-ÄQÁ�ÅÆ¹»Ä�Ê!ÅÆ¾QN ì�¿PN Ð¨ö�º-Ä¨á°ØÙ¾QÄ7û!É�ÅÆ¾QÀ!¾QûÍÖ�Ä0áâÅÆ¾�Ê!ÅÆº}×<¿fº!º Ú� Ú ¸
Â
Ò<¹»É!ÄâÅÆ¹»º�ÅÆºVö:È»ÒØÙ¾Q¹»ÄQÁ!ä�Ë�ÂÜÓ'Ê!ÅÆ¾°ÊÍ¹ÃÅ:Ô¨º�Â�Äm¿fº!Õ I ∈ Π Ë!º�ÊVÅÆ¹»º ë Ë�Âm¿fÄQÕÜØÙÉÍìQÅÆ×'Ä R ¿fÈÃÂâÔJº!À!Ë!Ä¿f×'ÕÜÅÆÀ!ÄQ¹ÃÅÆ¾QÄ�Ë!º�ÊvÊ!ÅÆ¾�¹»º}ÅÆ¹»º�ÅÆ¾�0E¿fËÍÖSÕÜÅÆ¹»ÄÜÓ*ÊÍ¹ÃÅnÀ�ØÙÈS"-º�ØÙäí¹ ¿fÈ´¹»ºvÊ!ÅÆ¾�æ:Ø-ÊÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂ�È ùfº!ÒÅ�àØÙº I¹ÃÂ�ÄÜÓÍû!É2ÅÆ¾QÀ!¾QûÍÖSÄÜÓ!ØÙÉ R ÅÆ¹»º>,:ÉÍìQÅÆ×-Äa¹ÃÂQÄÜÓ!¿fËÍÖSÒ<¾QË!º�ÊüÊ!Å�Â�Â�ÅÆºü¸�é'¹ÃÂQÄ�ÅÆº!ÕrÅÆ¹»º�ÅTN ìQ¿PN Ð¨ö:º�ÄJá°ØÙ¾QÄ0ÖSû!¾
T ÒÅÆÒÅÆÉ�ÅÆºüáâÅÆ¾�Ê!ÅÆº}ä�Ë�ÂmÂ Ú

¸�¹»ºç¸�º-Ä�Â�Î�Á�ÅÆ¹ÃÊÍË!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä Π Á�ÅÆ¹»å<Ä NP Ð·àØÙÈ»ÈÃÂQÄmùfº�ÊÍ¹»Ò�Ó�Öb¿fÈ»ÈÃÂ Π ∈ NP Ë!º�ÊíÖ·¿fÈ»ÈÃÂ�ìQÅ�Ê!Å�Â°¿fº�Ê!ÅÆ¾�ÅÞ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä�¿fË�Â NP À�ØÙÈS"-º�ØÙäí¹ ¿fÈ�¹»º Π ÄQ¾m¿fº�ÂIÖbØÙ¾Qäí¹ÃÅÆ¾QÄaá°ÅÆ¾�Ê!ÅÆº}×Ù¿fº!º ÚÍÛ ¹»º!ÒÅÆÒÅÆº½Á�ÅÆ¹»å<Ä0ÅÆ¹»ºU,:À!ÄQ¹ Ðäí¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÂ�À!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä Π NP Ð¨Â�Î�Á-á°ÅÆ¾ÜÓ2Ö·¿fÈ»ÈÃÂ�Ê�¿ÙÂ7Ê�¿fÕ�Ë!ÒÅÆÁ�óÙ¾Q¹»ÒÅÝ¸�º�Ä�Â�ÎmÁ�ÅÆ¹ÃÊÍË!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäüÓ�áâÅÆÈÃÎ�Á�Å�ÂÊÍ¹ÃÅ ý ¾m¿fÒÅ%º*¿ÙÎ�ÁãÊ!ÅÆ¾�¸5éÍ¹ÃÂQÄ�ÅÆº!Õ0ÅÆ¹»º�ÅÆ¾�0�ó<ÂQË!º!Ò�Ò<¾�ó<Â�Â�ÅÆ¾5É!Õ�á Ú ×'ÈÃÅÆ¹»º�ÅÆ¾
¿fÈÃÂ5ÅÆ¹»º�Å%ÒÅÆÒÅÆÉ2ÅÆº�Å ÷ ÎmÁ!¾m¿fº!×Å¹ÃÂ�ÄÜÓ NP Ð·àØÙÈ»ÈÃÂQÄmùfº�ÊÍ¹»Òç¹ÃÂQÄ Ú
• ý û!¾%à-¹ÃÅÆÈÃÅ:¾�ÅÆÈÃÅÆà<¿fº�Ä�ÅnÞ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäãÅnÅhéÍ¹ÃÂQÄQ¹ÃÅÆ¾�ÅÆº�ìIÅ�Ê!Ø'Î�Á(×ÅÆ¹»º�Å7À�ØÙÈS"-º�ØÙäí¹ ¿fÈÃÅÆº½Ë!º�Ê(Â�ØÙäí¹»ÄaÅ.VãÕ�¹ÃÅÆº�Ä�ÅÆº
0Eó<ÂQË!º!ÒÂm¿fÈ»ÒØÙ¾Q¹»ÄQÁ!äãÅÆº Ú ��ä ¿fÉ�ÅÆ¾�Â�ØÙÈÃÎ�Á�Å0Þ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäãÅ0ÄQ¾�ØÙÄQÕÜÊ!ÅÆä É�ÅÜ¿f¾QÉ2ÅÆ¹»Ä�ÅÆº>Õ�Ëí×óÙº!º�ÅÆº�Ó<É2ÅÆÒ<º-û!Ò<Ää>¿fº½ÂQ¹ÃÎmÁ(äí¹»Ä%¿fÀ!À!¾�ØÜé'¹»ä>¿fÄQ¹»àÅÆºW0Eó<ÂQË!º!ÒÅÆº Ú ¸�¹»º½ö�È»ÒØÙ¾Q¹»ÄQÁ!ä�Ë�ÂÜÓ!Ê!ÅÆ¾°¹»ºVÀ�ØÙÈS"-º�ØÙäí¹ ¿fÈÃÅÆ¾ ë ÅÆ¹»Ä%ÅÆ¹»º�ÅÕ�Ë!È ùÙÂmÂQ¹»ÒÅX0�ó<ÂQË!º!Òväí¹»Ä�Ê!ÅÆ¾�¸�¹»ÒÅÆº�ÂmÎ�Á*¿�ÖSÄ�ÒÅÆº�ÅÆ¾Q¹ÃÅÆ¾QÄÜÓ~Ê�¿ÙÂrÊ!ÅÆ¾�ÅÆº ë ¹ÃÅÆÈ ÖSË!º!×-ÄQ¹ÃØÙº�Â�á°ÅÆ¾QÄ�Á�ó'Î�Á�Â�Ä�ÅÆº�ÂË!ä�Ê!ÅÆº ý ¿f×'Ä�ØÙ¾ (1 + ε) àØÙäY,:À!ÄQ¹»ä>¿fÈ»áâÅÆ¾QÄrÊ!Å�Â�Þ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäãÂr¿fÉ�áâÅÆ¹ÃÎ�Á�ÄÜÓ�º�ÅÆº!º�Ä�ä>¿fº àØÙÈ»È´À�ØÙÈS"�Ðº�ØÙäí¹ ¿fÈÃÅ�Â ε Ð¨ö:À!À!¾�Ø�éÍ¹»ä>¿fÄQ¹ÃØÙº�Â�Â�Î�Á�ÅÆä>¿ÍÓ2×'Ë!¾QÕ ý Þ3ö ÷ Ú
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• ¸�¹»ºçø�ÅÆ×-Ä�ØÙ¾ x ∈ / n Á�ÅÆ¹»å<Ä�0�¹»º�ÅÜ¿f¾Q×ØÙä�É!¹»º*¿fÄQ¹ÃØÙºüÊ!ÅÆ¾�ø�ÅÆ×'Ä�ØÙ¾�ÅÆº x1, . . . , xk ∈ / n ÓfÖb¿fÈ»ÈÃÂ°Å�Â�ÅÆ¹»º�ÅÆºø�ÅÆ×'Ä�ØÙ¾ λ = (λ1, . . . , λk)

T ∈ / k Ò<¹»É!Ä0äí¹»Ä
x =

k∑

i=1

λixi .

¼�¹»È»Ä�Õ�Ë�ÂmùfÄQÕ�È»¹ÃÎ�Á λ ≥ 0 Ë!º�Ê λT b = 1 Â�Ø%Á�ÅÆ¹»å<Ä�énæ�ØÙº�àÅhéÍ×ØÙä�É!¹»º*¿fÄQ¹ÃØÙºíÊ!ÅÆ¾�ø�ÅÆ×'Ä�ØÙ¾�ÅÆº x1, . . . , xk
Ú

î7¹ÃÅ�Â�Å�æ�ØÙä�É!¹»º*¿fÄQ¹ÃØÙº�ÅÆºßÁ�ÅÆ¹»åÅÆº«Å�Î�Á-ÄÜÓ*Ö·¿fÈ»ÈÃÂ:á°Å�Ê!ÅÆ¾ λ = 0 º�Ø'Î�Á λ = ej ÖSû!¾7ÅÆ¹»º j ∈ {1, . . . , k}Ò<¹»È»Ä Ú ö:º*¿fÈÃØÙÒ}É�ÅÆÕÜÅÆ¹ÃÎ�Á!º�ÅÆÄ conv(S) ÖSû!¾�ÅÆ¹»º�ÅVÇEÅÆ¹»È»äãÅÆº!ÒÅ S ⊆ / n, S 6= ∅ ÊÍ¹ÃÅ>×ØÙº-àÅhéÍÅ Û û!È»ÈÃÅàØÙº ÷ Ó�Ê Ú Á Ú ÊÍ¹ÃÅãÑyÅÆº!ÒÅç¿fÈ»ÈÃÅÆ¾�ø�ÅÆ×-Ä�ØÙ¾�ÅÆº�Ó´ÊÍ¹ÃÅ>¿fÈÃÂr×ØÙº-àÅhéÍÅçæ�ØÙä�É!¹»º*¿fÄQ¹ÃØÙº àØÙºòÅÆº�ÊÍÈ»¹ÃÎmÁòà'¹ÃÅÆÈÃÅÆºø�ÅÆ×'Ä�ØÙ¾�ÅÆºv¿fË�Â S Ê�¿f¾QÒÅ�ÂQÄ�ÅÆÈ»È»Ä0á°ÅÆ¾�Ê!ÅÆºv×óÙº!º�ÅÆº Ú
• î7¹ÃÅ�Õ�Ë!È ùÙÂ�ÂQ¹»ÒÅÝÑyÅÆº!ÒÅ�ÅÆ¹»º�Å�Â�0EÞ�Â�áa¹»¾�Ê ÊÍË!¾�Î�ÁßÊ!ÅÆºc�:º!Ò<ÈÃÅÆ¹ÃÎ�Á�Ë!º!ÒÂ�×ØÙäíÀ!ÈÃÅhé Ax ≤ b Ê!Å.-�º!¹ÃÅÆ¾QÄ Úd Å�Ê!ÅíÅÆ¹»º!ÕÜÅÆÈ»º�Å���º!Ò<ÈÃÅÆ¹ÃÎmÁ�Ë!º!Ò}Ê!Å.-�º!¹ÃÅÆ¾QÄrÁ!¹ÃÅÆ¾QÉ�ÅÆ¹�ÅÆ¹»º�ÅÆº«ÒÅ�Â�Î�Á!ÈÃØÙåÅÆº�ÅÆº Û ¿fÈ»É!¾m¿fË!ä�¹»äe/ n Ó3á%ùfÁÍÐ¾�ÅÆº�Ê�ÊÍ¹ÃÅ;0Eó<ÂQË!º!ÒÅÆº�àØÙºô¼7ÈÃÅÆ¹ÃÎ�Á-Ë!º!ÒÅÆºCÊ!ÅÆ¾ ý ØÙ¾Qä aTx = b äí¹»Ä a ∈ / n\{0}, b ∈ /�Ë!º�Ê
x ∈ / n ÅÆ¹»º�ÅÆ¾ Û "-À�ÅÆ¾�ÅÆÉ2ÅÆº�ÅnÅÆº-Ä�ÂQÀ!¾�Å�Î�Á�ÅÆº�ÌSö:É!É!¹»ÈÃÊÍË!º!Ògf Ú � Ï Ú

i
T
.A  x > b i

i
T
.A  x = b i

i
T
.A  x < b

ö:É!É!¹»ÈÃÊÍË!º!Òhf Ú � è Û "-À�ÅÆ¾�ÅÆÉ�ÅÆº�ÅÆºüË!º�Ê Û ¿fÈ»É!¾mùfË!äãÅ Ú

î7¹ÃÅâÕ�Ë!È ùÙÂ�ÂQ¹»ÒÅ%ÑyÅÆº!ÒÅ%ÅÆ¹»º�Å�Â70�Þ�Â�ÅÆº�Ä�Â�À!¾Q¹ÃÎ�Á�Ä°Â�ØÙäí¹»Ä�Ê!ÅÆä ÷ ÎmÁ!º!¹»ÄQÄ
ÊÍ¹ÃÅ�Â�ÅÆ¾ m ÒÅ�ÂmÎ�Á!ÈÃØÙåÅÆº�ÅÆº Û ¿fÈ»ÉÍÐ¾mùfË!äãÅ Ú î:¹ÃÅ�ÂmÅ0ÑvÅÆº!ÒÅ P = {x ∈ / n |Ax ≤ b} É�ÅÆÕÜÅÆ¹ÃÎ�Á!º�ÅÆÄ
ä>¿fº>¿fÈÃÂ
Þ´ØÙÈS"Å�Ê!ÅÆ¾ Ú ÔJÂ�Ä5ÊÍ¹ÃÅ�ÂmÅ0ÑvÅÆºÍÐÒÅÝÉ�Å�Â�ÎmÁ!¾mùfº!×-ÄÜÓ�Â�Ø½Â�À!¾Q¹ÃÎ�Á�Ä�ä>¿fº«àØÙºßÅÆ¹»º�ÅÆä Þ´ØÙÈS"'Ä�ØÙÀ Ú ö:º�Ê!ÅÆ¾�ÅÆ¾�Â�ÅÆ¹»Ä�Ân×<¿fº!º«ä>¿fºßÅÆ¹»º Þ~ØÙÈS"'Ä�ØÙÀ¿fÈÃÂ0×ØÙº�àÅhé!Å Û û!È»ÈÃÅ�Â�ÅÆ¹»º�ÅÆ¾0¸�Î�×ÅÆºyÊ!Å.-�º!¹ÃÅÆ¾�ÅÆº�Ó*Ê Ú Á Ú P = conv{v ∈ V } Ú î:¹ÃÅnÅhé�¿f×'Ä�Årî�Å.-�º!¹»ÄQ¹ÃØÙºàØÙºv¸�Î�×ÅÆºvá°ØÙÈ»ÈÃÅÆº}áa¹»¾�ìIÅ�Ê!Ø'Î�Áüº!¹ÃÎmÁ�Ä�ÅÆ¹»ºÍÖ�û!Á!¾�ÅÆº}Ë!º�Ê½É*¿fË�ÅÆºy¿fËÍÖ�ÊÍ¹ÃÅrÊÍË!¾�Î�ÁyÊÍ¹ÃÅn¹»º}ö:É!É!¹»ÈÃÊÍË!º!Ò
f Ú � ÒÅÆÒÅÆÉ2ÅÆº�ÅrÔJº�ÄQË!¹»ÄQ¹ÃØÙº Ú
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în¿ÙÂ�×-È ¿ÙÂmÂQ¹ÃÂ�Î�Á�Åíî7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº-Ë!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆä É2Å�ÂQÄ�ÅÆÁ-ÄrÊ�¿f¾Q¹»º�Ó�ÅÆ¹»º�ÅÆº«×Ø<ÂQÄ�ÅÆº!äí¹»º!¹»ä>¿fÈÃÅÆºõî:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÀ!È ¿fºï¿fË�ÂÅÆ¹»º�ÅÆ¾ãÑyÅÆº!ÒÅ½Õ�Ë!È ùÙÂ�ÂQ¹»ÒÅÆ¾ãî7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�Å(Õ�Ë�ÒÅÆº�ÅÆ¾Q¹ÃÅÆ¾�ÅÆº Ú î7¹ÃÅ�Âíáa¹»¾�Ê Ò<¾m¿fÀ!Á�ÅÆº-ÄQÁ�Å�ØÙ¾�ÅÆÄQ¹ÃÂ�Î�ÁðäãØ'Ê!ÅÆÈ»È»¹ÃÅÆ¾QÄíË!º�ÊÊÍË!¾�Î�ÁVÊ�¿ÙÂ�0�ó<Â�ÅÆº>àØÙº;� �*¡��
¢¤£¥¡�¦%¡�¦%§z¨F¦1¨F©U�Q£5§aª¬«�x®c��¨½¹»º>Ê!ÅÆ¾°Þ�¾m¿�é'¹ÃÂ�¾�ÅÜ¿fÈ»¹ÃÂQ¹ÃÅÆ¾QÄ Ú în¿�ÊÍ¹ÃÅaÒÅÆº-Ë!ÄQÕ�Ä�ÅÆºø�ÅÆ¾IÖ·¿fÁ!¾�ÅÆº>º�Ë!¾âÅÆ¹»º�ÅÆºçÇ´ÅÆ¹»È2Ê!ÅÆ¾
î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�Å�É2ÅÆ¾Qû�Îm×'Â�¹ÃÎ�Á�ÄQ¹»ÒÅÆº�Ó'º*ùfäíÈ»¹ÃÎmÁ�ìQÅÆº�ÅÆº�Ó�Ê!ÅÆº>Ê!ÅÆ¾âÂ�ØÙÒ Ú oâØÙÈ»Ë!äíºü¼�ÅhÐº�ÅÆ¾m¿fÄ�ØÙ¾%Á�ÅÆË!¾Q¹ÃÂQÄQ¹ÃÂ�ÎmÁ(ÅÆ¾Qäí¹»ÄQÄ�ÅÆÈ»Ä%Á*¿fÄÜÓ�ÖbùfÈ»È»Ä%Å�ÂâÂ�Î�Á-á°ÅÆ¾ÜÓ!Åhé�¿f×-Ä�Å7ö�Ë�ÂmÂm¿fÒÅÆº>û!É�ÅÆ¾âÊÍ¹ÃÅ7î7¹94�ÅÆ¾�ÅÆº!Õ7Õ�áa¹ÃÂ�ÎmÁ�ÅÆºÊ!ÅÆ¾0É�ÅÆ¾�Å�Î�Á!º�ÅÆÄ�ÅÆº<0�ó<ÂQË!º!ÒãË!º�ÊüÊ!ÅÆä¯,:À!ÄQ¹»ä�Ë!ä Õ�Ë½ÄQ¾�Å.4�ÅÆº Úî7¹ÃÅ�Â7áa¹»¾�Êv¹»º«ÊÍ¹ÃÅ�Â�ÅÆ¾�ö:¾QÉ2ÅÆ¹»Ä�ÄQÁ�ÅÆä>¿fÄQ¹ÃÂQ¹ÃÅÆ¾QÄÜÓ�¹»º�Ê!ÅÆä�Ë!º�Ä�ÅÆ¾�Å ÷ ÎmÁ!¾m¿fº!×ÅÆº Ö�û!¾�Ê�¿ÙÂ�î7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂQÀ!¾�ØfÐÉ!ÈÃÅÆä ÊÍË!¾�ÎmÁvÊ�¿ÙÂ0Åhé�¿f×-Ä�Å�0Eó<Â�ÅÆºüàØÙºWM|o ÷ Þ5Ð¨ÔJº�ÂQÄm¿fº!ÕÜÅÆº}À!¾�Ø'ÊÍË!Õ�¹ÃÅÆ¾QÄ0áâÅÆ¾�Ê!ÅÆº Ú
î7¹ÃÅ�î7¹»À!ÈÃØÙä>¿f¾QÉ2ÅÆ¹»Ä´É2Å�Â�Ä�ÅÆÁ�Ä´¿fË�Â�ÂmÅ�Î�Á�ÂEær¿fÀ!¹»Ä�ÅÆÈ»º�Ë!º�Ê�¹ÃÂQÄ�¹»º�ÖbØÙÈ»ÒÅÆº�Ê!Å�ÄQÁ�ÅÆä>¿fÄQ¹ÃÂ�ÎmÁ�Å
ö:É�Â�Î�Á!º!¹»ÄQÄ�Å
ÒÅÆÄ�ÅÆ¹»È»Ä Ú
î�ÅÆ¾°ÅÆ¾�ÂQÄ�Å:ÇEÅÆ¹»È�ÌSær¿fÀ!¹»Ä�ÅÆÈ � Ï5Ö�û!Á!¾QÄ%¿fÈ»È»ÒÅÆäãÅÆ¹»º(¹»ºçÊ�¿ÙÂâÇ%Á�ÅÆä>¿rÅÆ¹»ºVË!º�Ê>ÅÆ¾QÈ ùfË!Ä�ÅÆ¾QÄ%ÊÍ¹ÃÅ�Þ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäãÂQÄ�ÅÆÈ»È»Ë!º!ÒÊ!ÅÆ¾�î7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº-Ë!º!Ò>¹»ä��7Þ�ú:ø Ú
ÔJä Õ�áâÅÆ¹»Ä�ÅÆº(Ç´ÅÆ¹»È�ÌSær¿fÀ!¹»Ä�ÅÆÈ � Ð K Ï�áa¹»¾�Ê(ÅÆ¹»ºh°:É�ÅÆ¾QÉ!È»¹ÃÎ�×ãû!É�ÅÆ¾âÊ�¿ÙÂ2M|o ÷ ÞõË!º�ÊVàÅÆ¾�Â�Î�Á!¹ÃÅ�Ê!ÅÆº�ÂQÄ�ÅH0�ó<Â�Ë!º!ÒÂIÐ¿fº�ÂmùfÄQÕÜÅ�¿fË�Â�Ê!ÅÆ¾|0�¹»Ä�ÅÆ¾m¿fÄQË!¾�ÒÅÆÒÅÆÉ�ÅÆº Ú în¿fº*¿ÙÎ�Á}ÖSØÙÈ»Ò<Ä0ÅÆ¹»º�Å�¿fË�ÂQÖ�û!Á!¾QÈ»¹ÃÎmÁ�År¸�¾QÈ ùfË!Ä�ÅÆ¾QË!º!Ò(Ê!ÅÆ¾aä>¿fÄQÁ�ÅÆä>¿�ÐÄQ¹ÃÂ�ÎmÁ�ÅÆºõÑyØ-Ê!ÅÆÈ»È»¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒyÊ!Å�Â�î7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº-Ë!º!ÒÂQÀ!¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäãÂÜÓ~Ë!º�ÊòÅÆ¾�Â�Ä�Ê�¿fº!ºòáa¹»¾�ÊïÊÍ¹ÃÅãø�ÅÆ¾QÉ!¹»º�ÊÍË!º!ÒyÕ�Ë!ä
M|o ÷ Þô¿fËÍÖSÒÅÆÕÜÅÆ¹»Ò<Ä Ú
ÔJä�ÊÍ¾Q¹»ÄQÄ�ÅÆºCË!º�Ê ÈÃÅÆÄQÕ�Ä�ÅÆºCÇEÅÆ¹»È�ÌSær¿fÀ!¹»Ä�ÅÆÈ=±ÙÐ i Ï�ÂQÄ�ÅÆÁ�ÅÆº\ÑvóÙÒ<È»¹ÃÎmÁ!×ÅÆ¹»Ä�ÅÆºCÕ�Ë!¾íø�ÅÆ¾QÉ�Å�Â�Â�ÅÆ¾QË!º!ÒòÊ!ÅÆ¾íË!º-Ä�ÅhÐ¾�ÅÆº ÷ Î�Á!¾m¿fº!×ÅÆº�Ó°ÊÍ¹ÃÅ}¿fÈ»ÒØÙ¾Q¹»ÄQÁ!äí¹ÃÂ�ÎmÁ�ÅÆºCø�ØÙ¾QÒÅÆÁ�ÅÆº�ÂQáâÅÆ¹ÃÂ�ÅÆºCË!º�Ê�ÊÍ¹ÃÅ½Ê�¿fÉ�ÅÆ¹�ÅÆ¾QÕ�¹ÃÅÆÈ»Ä�ÅÆºC¸�¾QÒÅÆÉ!º!¹ÃÂmÂ�Å½¹»äø�ØÙ¾�Ê!ÅÆ¾QÒ<¾QË!º�Ê Ú
ÔJä�ÈÃÅÆÄQÕ�Ä�ÅÆº ær¿fÀ!¹»Ä�ÅÆÈ�áâÅÆ¾�Ê!ÅÆº ¿fË�Â�Â�ÎmÁ!È»¹ÃÅÆå<È»¹ÃÎ�Áÿä>¿fÄQÁ�ÅÆä>¿fÄQ¹ÃÂ�Î�Á�Å ¼7¾QË!º�ÊÍÈ ¿fÒÅÆº�Ó�ÊÍ¹ÃÅ«¹»º ÊÍ¹ÃÅ�ÂmÅÆ¾}ö�¾QÉ�ÅÆ¹»Äø�ÅÆ¾Qá°ÅÆº�ÊÍË!º!Òg-�º�Ê!ÅÆº�Ó!×'Ë!¾QÕnË!º�Ê½×'º*¿fÀ!ÀüÉ2Å�ÂmÎ�Á!¾Q¹ÃÅÆÉ�ÅÆº Ú
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� Ú � ¼7È»¹ÃÅ�Ê!ÅÆ¾QË!º!ÒçÊ!ÅÆ¾�ö:¾QÉ�ÅÆ¹»Ä ÚíÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ���
� Ú � î:¹ÃÅrà-¹ÃÅÆ¾0¸�É�ÅÆº�ÅÆº}Ê!ÅÆ¾�î7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº-Ë!º!Ò>¹»ä��7Þ
ú�ø Ú ÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��K

� Ú � ¸�¹»ºüº!¹ÃÎ�Á-Ä:ÅÆÈÃÅÆäãÅÆº-Äm¿f¾�ÅÆ¾ÝÌSÂÜÓ ÄxÏ¨Ð¨Þ�Öb¿ÙÊ Ú ÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��³
� Ú � ¸�¹»º�Å�ÅÆº-Äm¿f¾QÄ�ÅÆÄ�Å�Þ5Ö·¿ÙÊ'Ð¨æ�¾�ÅÆ¹ÃÂIÐ�0�ó<ÂQË!º!Ò Ú�Ú�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¾
� Ú K M!o ÷ Þ�Ð¨æ�º*¿fÀ�Âm¿ÙÎ�×}ÇE¾m¿fº�ÂIÖbØÙ¾Qä>¿fÄQ¹ÃØÙº�ÂQº�ÅÆÄQÕ�á°ÅÆ¾Q× Ú ÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ �P�
� Ú ± M�ÅÆ×'Ë!¾�ÂQ¹ÃØÙº�ÂQÒ<ÈÃÅÆ¹ÃÎ�Á-Ë!º!ÒçàØÙº d ØÙ×'ÂmÎ�ÁüË!º�Ê;0E¿ÜáaÈÃÅÆ¾ Ú�ÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ � ±
� Ú i M�ÅÆ×'Ë!¾�ÂQ¹ÃØÙº�ÂQÒ<ÈÃÅÆ¹ÃÎ�Á-Ë!º!ÒçàØÙº Û ¿ÙÂ�Â�¹»º Ú ÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��i
K Ú � ø:¹ÃÂQË*¿fÈ»¹ÃÂ�¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒçÅÆ¹»º�Å�Â0î7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº-Ë!º!ÒÂQÒ<¾m¿fÀ!Á�ÅÆº}ÖSû!¾�Ç´ÅÆ¹»È»ÕÜÅÆ¹»Ä�ÊÍ¹ÃÅÆº�ÂQÄ�ÅçÌ T ZD Ï Ú7ÚnÚ�ÚnÚrÚ K��
K Ú � î:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂQÒ<¾m¿fÀ!Á Ë!º�Ê;�:äíÒÅÆÉ!Ë!º!ÒçÊ!ÅÆ¾0î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�ÅÆÈÃÅÆäãÅÆº�Ä�Å Ú ÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ K�K
K Ú K ÑvÅÆº!ÒÅnàØÙº}Õ�Ë!È ùÙÂ�ÂQ¹»ÒÅÆº}î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�ÅÆº ÚíÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ K ±
K Ú ± î:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂQÒ<¾m¿fÀ!Áßäí¹»Ä Û ¹»È ÖSÂ�×-º�ØÙÄ�ÅÆº�Ó3á°ØÙÉ�ÅÆ¹5º�Ë!¾nÇ�"'À«Ô¨ø Ë!º�Êyø ñ%óÙÒÅÆº Ê�¿f¾QÒÅhÐÂQÄ�ÅÆÈ»È»Ä�ÂQ¹»º�Ê Ú7ÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ K f
K Ú i î:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÄ�ÅÆ¹»ÈÃÅhé'À*¿fº�ÊÍ¹ÃÅÆ¾QÄ�ÅÆ¾íî7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂ�Ò<¾m¿fÀ!Á�Ó´áâØÙÉ2ÅÆ¹
º�Ë!¾�Ç�"-ÀõÔ¨ø Ë!º�Ê«ø ñ%óÙÒÅÆºÊ�¿f¾QÒÅ�ÂQÄ�ÅÆÈ»È»Ä:ÂQ¹»º�Ê Ú%ÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ K�³
K Ú f ö�È»ÒØÙ¾Q¹»ÄQÁ!äí¹ÃÂ�ÎmÁ�Å�ÔoÊ!Å�ÅnÊ!Å�Â
oâØÙÈ»Ë!äíºÍÐo¼�ÅÆº�ÅÆ¾m¿fÄQ¹ÃØÙºÍÐ¨ö:º�Âm¿fÄQÕÜÅ�Â7ÖSû!¾0Ê�¿ÙÂ0î ÷ Þ Ú>ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ± �
K Ú ² î:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂQÒ<¾m¿fÀ!Á äí¹»Ä � ¸�ÈÃÅÆäãÅÆº-Ä�ÅÆº Ú�ÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ± ²
K Ú ³ M!o ÷ Þ�M�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò>Ê!Å�Â0Þ�M�Ô@oâ¸5Ð¨Þ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäãÂ Ú ÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ± ³
K Ú ¾ M!o ÷ Þ�M�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò>Ê!Å�Â0Þ�M�Ô@oâ¸5Ð¨Þ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäãÂ:äí¹»Ä δ Ð·ÄQ¾m¿fº�ÂIÖbØÙ¾Qäí¹ÃÅÆ¾QÄ�ÅÆºvæ:Ø<ÂQÄ�ÅÆº Ú~ÚnÚrÚnÚrÚ ± ³
K Ú ��¿ M!o ÷ Þ�M�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò>Ê!Å�Â0Þ�M�Ô@oâ¸\Þ�¾�ØÙÉ!ÈÃÅÆäãÅ�Â:äí¹»Ä0ÄQ¾m¿fº�ÂIÖbØÙ¾Qäí¹ÃÅÆ¾QÄ�ÅÆºvæ�Ø<Â�Ä�ÅÆº Ú\ÚnÚrÚnÚrÚ ± ¾
K Ú ��� î:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂQÒ<¾m¿fÀ!Á Ú3ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ i�¿
K Ú ��� î:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂQÒ<¾m¿fÀ!Á äí¹»ÄaÄQ¾m¿fº�ÂIÖbØÙ¾Qäí¹ÃÅÆ¾QÄ�ÅÆºvæ:Ø<ÂQÄ�ÅÆº Ú:ÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ i�¿
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± Ú � M!o ÷ Þ�M�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÅÆº}Ê!ÅÆ¾�ÅÆ¹»º!ÕÜÅÆÈ»º�ÅÆºvî:¹ÃÅÆº�Â�Äm¿f¾QÄ�ÅÆº Ú:ÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ i�³
± Ú K ¸�¹»º�Å0º!¹ÃÎmÁ�Ä°ÊÍ¹ÃÂbìoË!º!×'Ä�Å!°�É�ÅÆ¾�Ê!Å�Î�×'Ë!º!ÒÅÆºçÊ!ÅÆ¾�M|o ÷ ÞnM�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒnÖ�û!¾
ÒÅÆÄ�ÅÆ¹»È»Ä�Å0î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�ÅÉ!Õ�Ò<È Ú ÊÍ¾�ÅÆ¹ÃÅÆ¾�Ë!º-Ä�ÅÆ¾�Â�Î�Á!¹ÃÅ�ÊÍÈ»¹ÃÎmÁ�ÅÆ¾�Þ5¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò<¾�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÅÆº Ú�ÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ i�¾
± Ú ± ë Ë!È ùÙÂ�ÂQ¹»Ò<×ÅÆ¹»Ä�ÂQÉ�ÅÆÒ<¾Q¹94«Ö�û!¾0Ç�"-À IVB ñâóÙÒÅÆº Ú�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ f ²
± Ú i ø�ÅÆ¾IÖb¿fÁ!¾�ÅÆºvÕ�Ë!¾0ñâÅÆ¾�Å�ÎmÁ!º�Ë!º!Ò(Ê!ÅÆ¾=M|o ÷ ÞÆ0�Øêá°ÅÆ¾�ñ%ØÙË!º�Ê ÚâÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ² ±
± Ú f ö�È»ÒØÙ¾Q¹»ÄQÁ!ä�Ë�Â�Õ�Ë!¾�ñ%ÅÆ¾�Å�ÎmÁ!º�Ë!º!Ò(Ê!Å�Â δ Ú½ÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚnÚ�ÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚ ²vi
± Ú ² ö�È»ÒØÙ¾Q¹»ÄQÁ!ä�Ë�Â�Õ�Ë!äp0Eó<Â�ÅÆº}Ê!Å�Â|M|o ÷ Þ5Ð¨ÑyÔJÞ Ú ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ² f
± Ú ³ ñ°¾m¿fº�ÎmÁ<l ñ%ØÙË!º�ÊWlÇo°Ë!Ä�ø�ÅÆ¾IÖb¿fÁ!¾�ÅÆº ÚãÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ²v³
± Ú ¾ M�ÅÆÈÃÅÆà<¿fº�Ä�Å%ñ%ØÙÒÅÆº�Ä�"'À�ÅÆº�ÖSû!¾EºÍÐ¨ñâÈÃØ'Î�×'À*¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒÅhéÍÀ*¿fº�ÊÍ¹ÃÅÆ¾QÄ�ÅÆº>î7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂIÐÒ<¾m¿fÀ!Á�ÅÆº ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ³�³
i Ú � î:¹ÃÅrÉ2ÅÜ¿f¾QÉ�ÅÆ¹»Ä�ÅÆÄ�ÅÆº}ÔJº�ÂQÄm¿fº!ÕÜÅÆº}Ê!Å�Â
�7Þ�ú:ø ÚaÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ³�¾
i Ú � ¸�¾QÒÅÆÉ!º!¹ÃÂ�Â�Å�Ê!ÅÆ¾0Þ�¾�ÅÆÀ!¾�Ø-Î�Å�ÂmÂQ¹»º!Ò<¾�ØÙË!ÄQ¹»º�ÅrÖSû!¾0ÔJº�ÂQÄm¿fº!ÕrÔ¨øH� ¿P� ÚüÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾P�
i Ú K ¸�¾QÒÅÆÉ!º!¹ÃÂ�Â�Å�Ê!ÅÆ¾0Þ�¾�ÅÆÀ!¾�Ø-Î�Å�ÂmÂQ¹»º!Ò<¾�ØÙË!ÄQ¹»º�ÅrÖSû!¾0ÔJº�ÂQÄm¿fº!ÕrÔ¨øH� ¿�� ÚüÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾P�
i Ú ± ¸�¾QÒÅÆÉ!º!¹ÃÂ�Â�Å�Ê!ÅÆ¾0Þ�¾�ÅÆÀ!¾�Ø-Î�Å�ÂmÂQ¹»º!Ò<¾�ØÙË!ÄQ¹»º�ÅrÖSû!¾0ÔJº�ÂQÄm¿fº!ÕrÔ¨øH� ¿�K ÚüÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾��
i Ú i ¸�¾QÒÅÆÉ!º!¹ÃÂ�Â�Å�Ê!ÅÆ¾0Þ�¾�ÅÆÀ!¾�Ø-Î�Å�ÂmÂQ¹»º!Ò<¾�ØÙË!ÄQ¹»º�ÅrÖSû!¾0ÔJº�ÂQÄm¿fº!ÕrÔ¨øH� ¿ ± ÚüÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾��
i Ú f ¸�¾QÒÅÆÉ!º!¹ÃÂ�Â�Å�Ê!ÅÆ¾0Þ�¾�ÅÆÀ!¾�Ø-Î�Å�ÂmÂQ¹»º!Ò<¾�ØÙË!ÄQ¹»º�ÅrÖSû!¾0ÔJº�ÂQÄm¿fº!ÕrÔ¨øH� ¿�i ÚüÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾�K
i Ú ² ¸�¾QÒÅÆÉ!º!¹ÃÂ�Â�Å�Ê!ÅÆ¾0Þ�¾�ÅÆÀ!¾�Ø-Î�Å�ÂmÂQ¹»º!Ò<¾�ØÙË!ÄQ¹»º�ÅrÖSû!¾0ÔJº�ÂQÄm¿fº!ÕrÔ¨øH� ¿ f ÚüÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾�K
i Ú ³ î:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂQÒ<¾m¿fÀ!ÁyÖSû!¾0ÊÍ¹ÃÅnî:¹ÃÅÆº�Â�Äm¿f¾QÄ�Ç ë î ØÙÁ!º�ÅrÞ�¾�ÅÆÀ!¾�Ø'Î�Å�Â�ÂQ¹»º!ÒvÌSÔJøH� ¿P� Ï Ú(ÚnÚrÚ ¾ ±
i Ú ¾ î:¹ÃÅÆº�Â�ÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂQÒ<¾m¿fÀ!ÁyÖSû!¾0ÊÍ¹ÃÅnî:¹ÃÅÆº�Â�Äm¿f¾QÄ�Ç ë î�äí¹»Ä�Þ�¾�ÅÆÀ!¾�Ø'Î�Å�Â�ÂQ¹»º!ÒvÌSÔJøH� ¿P� Ï Ú5ÚrÚnÚrÚ ¾�i
i Ú ��¿ 0E¿fËÍÖ�ÕÜÅÆ¹»Ä�Ö�û!¾0ÊÍ¹ÃÅJM!o ÷ ÞÈM�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò>ØÙÁ!º�Årñ%ÅÆ¾Qû�Î�×ÍÂQ¹ÃÎmÁ�ÄQ¹»Ò<Ë!º!Ò(Ê!ÅÆ¾�Þ~¿fË�ÂmÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò Ú ¾�²
i Ú ��� 0E¿fËÍÖ�ÕÜÅÆ¹»Ä�Ö�û!¾0ÊÍ¹ÃÅJM!o ÷ ÞÈM�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!Òãäí¹»Ä0ñ%ÅÆ¾Qû�Î�×ÍÂQ¹ÃÎ�Á-ÄQ¹»Ò<Ë!º!Ò½Ê!ÅÆ¾0Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò ÚðÚ ¾�³
i Ú ��� î:¹ÃÅ�ÅÆ¾QÕ�¹ÃÅÆÈ»Ä�ÅÆº}Ë!º�Ä�ÅÆ¾�ÅÆº ÷ Î�Á!¾m¿fº!×ÅÆºv¹»ä ø�ÅÆ¾QÒ<ÈÃÅÆ¹ÃÎ�Á Ú�ÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾�³
i Ú ��K M!o ÷ Þ�0�Øêá°ÅÆ¾:ñ%ØÙË!º�ÊüØÙÁ!º�Å�Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒçÖSû!¾0Ô¨øH� ¿P� Ú ÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾�¾
i Ú � ±�M�Å�ÂQË!È»Äm¿fÄ�ÅrÊ!ÅÆ¾
M!o ÷ ÞÈM�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò>ØÙÁ!º�ÅrÞ5¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒçÖ�û!¾0ÅÆ¹»º!ÕÜÅÆÈ»º�Årî7¹ÃÅÆº�ÂQÄm¿f¾QÄ�ÅÆº Ú ¾�¾
i Ú ��i M!o ÷ Þ�0�Øêá°ÅÆ¾:ñ%ØÙË!º�Ê½äí¹»Ä:Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒçÖSû!¾0Ô¨øH� ¿P� ÚvÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ¾�¾
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i Ú � fÆM�Å�ÂQË!È»Äm¿fÄ�Å�Ê!ÅÆ¾�M|o ÷ ÞÉM�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒVäí¹»Ä7Þ5¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò(ÖSû!¾:ÅÆ¹»º!ÕÜÅÆÈ»º�Å�î:¹ÃÅÆº�Â�Äm¿f¾QÄ�ÅÆºÖ�û!¾�ÔJøH� ¿P� Ú ÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿�¿
i Ú ��² M�Å�ÂQË!È»Äm¿fÄ�ÅrÊ!ÅÆ¾
M!o ÷ ÞÈM�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!Òãäí¹»Ä�Þ5¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒV¹»º!×-È»Ë�ÂQ¹»àÅr¿fÈ»ÈÃÅÆ¾:ÔJÞÊoâÂ ÚòÚnÚrÚ ��¿P�
i Ú ��³ ñ°¾m¿fº�ÎmÁal�ñ%ØÙË!º�ÊËlQo°Ë!Ä�ña¿fË!ä ÖSû!¾0ÊÍ¹ÃÅQM|o ÷ ÞÆM:ÅÆÈ ¿�é'¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒçØÙÁ!º�ÅrÞ~¿fË�ÂmÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò Ú*ÚrÚ ��¿P�
i Ú ��¾ ñ°¾m¿fº�ÎmÁal�ñ%ØÙË!º�ÊËlQo°Ë!Ä0ñ%¿fË!ä Ö�û!¾�ÊÍ¹ÃÅ|M|o ÷ ÞOM�ÅÆÈ ¿�éÍ¹ÃÅÆ¾QË!º!Òräí¹»Ä
Þ5¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒÝ×ÅÆ¹ Ðº�Årö�º!¾�Å�ÎmÁ!º�Ë!º!Ò ÚíÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿��
i Ú ��¿ ñ°¾m¿fº�ÎmÁal�ñ%ØÙË!º�ÊËlQo°Ë!Ä:ña¿fË!ä Ö�û!¾%ÊÍ¹ÃÅHM!o ÷ ÞmM:ÅÆÈ ¿�é'¹ÃÅÆ¾QË!º!ÒÝäí¹»Ä%ñâÈÃØ-Îm×-À*¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò Ú ��¿�K
i Ú �P� ñ°¾m¿fº�ÎmÁal�ñ%ØÙË!º�ÊËlQo°Ë!Ä�ña¿fË!ä ÖSû!¾0ÊÍ¹ÃÅQM|o ÷ ÞÆM:ÅÆÈ ¿�é'¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò>äí¹»Ä R Ë�ØÙÄQ¹ÃÅÆº�Ä�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò Ú ��¿�K
i Ú ��� M!o ÷ Þ�0�Øêá°ÅÆ¾:ñ%ØÙË!º�ÊüØÙÁ!º�Å�Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒçÖSû!¾0Ô¨øH� ¿�K Ú ÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿ ±
i Ú ��K M!o ÷ Þ�0�Øêá°ÅÆ¾:ñ%ØÙË!º�Ê½äí¹»Ä:Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒçÖSû!¾0Ô¨øH� ¿�K ÚvÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿ ±
i Ú � ±�M!o ÷ ÞÌ0EØÜá°ÅÆ¾�ñâØÙË!º�Êväí¹»Ä�äãÅÆÁ!¾JoâØÙÈ»Ë!äíºß¼nÅÆº�ÅÆ¾m¿fÄQ¹ÃØÙº ÷ Î�Á!¾Q¹»ÄQÄ�ÅÆº«Ë!º�ÊyÞ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅhÐÈ»Ë!º!ÒíÖ�û!¾:Ô¨øH� ¿�K Ú ÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿ ±
i Ú ��i M!o ÷ Þ�0�Øêá°ÅÆ¾:ñ%ØÙË!º�ÊüØÙÁ!º�Å�Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒçÖSû!¾0Ô¨º�ÂQÄm¿fº!Õ�Ô¨øH� ¿�K ÚaÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿�i
i Ú � fÆM!o ÷ Þ�0�Øêá°ÅÆ¾:ñ%ØÙË!º�Ê½äí¹»Ä:Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!ºvÖSû!¾0Ô¨º�ÂQÄm¿fº!ÕrÔJøH� ¿�K Ú�ÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿�i
i Ú ��² M!o ÷ Þ�0�Øêá°ÅÆ¾:ñ%ØÙË!º�ÊüØÙÁ!º�Å�Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒçÖSû!¾0Ô¨øH� ¿�i Ú ÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿�i
i Ú ��³ M!o ÷ Þ�0�Øêá°ÅÆ¾:ñ%ØÙË!º�Ê½äí¹»Ä:Þ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!ÒçÖSû!¾0Ô¨øH� ¿�i ÚvÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿ f
i Ú ��¾ M!o ÷ ÞÌ0EØÜá°ÅÆ¾�ñâØÙË!º�Êväí¹»Ä�äãÅÆÁ!¾JoâØÙÈ»Ë!äíºß¼nÅÆº�ÅÆ¾m¿fÄQ¹ÃØÙº ÷ Î�Á!¾Q¹»ÄQÄ�ÅÆº«Ë!º�ÊyÞ~¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅhÐÈ»Ë!º!ÒíÖ�û!¾:Ô¨øH� ¿�i Ú ÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿ f
i Ú K�¿ M�Å�ÂQË!È»Äm¿fÄ�ÅVÊ!ÅÆ¾jM|o ÷ Þ6M:ÅÆÈ ¿�é'¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò Ê!ÅÆ¾ � Ð¨ñâÈÃØ'Î�×òÞ5¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò«ÖSû!¾�Õ�Ë�Âx¿fäíäãÅÆºÍÐÁ*ùfº!ÒÅÆº�Ê!Å�î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�ÅrÊÍË!¾�ÎmÁ>M�Å�ÂmØÙË!¾�Î�ÅJoâØÙº�ÂQÄQ¾m¿f¹»º�Ä�Â ÚNÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��¿�³
i Ú KP� M�Å�ÂQË!È»Äm¿fÄ�ÅVÊ!ÅÆ¾jM|o ÷ Þ6M:ÅÆÈ ¿�é'¹ÃÅÆ¾QË!º!Ò Ê!ÅÆ¾ � Ð¨ñâÈÃØ'Î�×òÞ5¿fË�Â�ÅÆº!¾�ÅÆÒÅÆÈ»Ë!º!Ò«ÖSû!¾�Õ�Ë�Âx¿fäíäãÅÆºÍÐÁ*ùfº!ÒÅÆº�Ê!Å�î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�Ån¹»ä ñâÈÃØ'Î�×'À*¿fË�Â�ÅÆº�Åhé'À*¿fº�ÊÍ¹ÃÅÆ¾QÄ�ÅÆº î7¹ÃÅÆº�ÂQÄQÀ!È ¿fº�Ë!º!ÒÂ�Ò<¾m¿fÀ!Á�ÅÆº ÚkÚrÚnÚrÚ ��¿�¾

f Ú � Û "'À2ÅÆ¾�ÅÆÉ�ÅÆº�ÅÆºüË!º�Ê Û ¿fÈ»É!¾mùfË!äãÅ ÚnÚrÚrÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ��� ±
f Ú � Þ´ØÙÈS"'Ä�ØÙÀ}äí¹»Ä�ÅÆº�ÊÍÈ»¹ÃÎmÁ}à'¹ÃÅÆÈÃÅÆºü¸�Î�×ÅÆº ÚnÚnÚ�ÚnÚrÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚ�ÚnÚrÚrÚnÚrÚnÚrÚ�ÚnÚrÚnÚrÚnÚrÚ ����i
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Í ÎÐÏ � Ï µ Î �

÷ "'ä�É�ØÙÈ ñ%Å�Ê!ÅÆË!ÄQË!º!Ò

V æ�º�ØÙÄ�ÅÆº!äãÅÆº!ÒÅräí¹»Ä |V | = n
A ñ%ØÙÒÅÆº!äãÅÆº!ÒÅräí¹»Ä |A| = m
D = (V,A) î7¹»Ò<¾m¿fÀ!Á
N æ�º�ØÙÄ�ÅÆºÍÐ¨ñ%ØÙÒÅÆºÍÐ¨Ô¨º!Õ�¹ÃÊ!ÅÆº!Õ�ä>¿fÄQ¾Q¹ é
R M�Å�ÂmÂ�ØÙË!¾�Î�ÅÆº!ä>¿fÄQ¾Q¹ éòÌ1M�Å�Â�ØÙË!¾�Î�ÅJoâØÙº�ÂQÄQ¾m¿f¹»º-Ä�Â:Ñ ¿fÄQ¾Q¹ é*ÏâÊ!ÅÆ¾�ñ%óÙÒÅÆº
c æ�Ø<Â�Ä�ÅÆº�àÅÆ×'Ä�ØÙ¾
λ ær¿fÀ*¿fÕ�¹»ÄmùfÄ�ÂQàÅÆ×'Ä�ØÙ¾:Ê!ÅÆ¾=M:Å�Â�Â�ØÙË!¾�Î�ÅÆº
ek ¸�¹»º!Á�ÅÆ¹»Ä�Â�àÅÆ×-Ä�ØÙ¾7Ê!ÅÆ¾0î:¹»äãÅÆº�Â�¹ÃØÙº k
x À!¾Q¹»ä>¿fÈÃÅnø
¿f¾Q¹ ¿fÉ!ÈÃÅ
π ÊÍË*¿fÈÃÅnø
¿f¾Q¹ ¿fÉ!ÈÃÅ
DT ÑyÅÆº!ÒÅrÊ!ÅÆ¾0î7¹ÃÅÆº�ÂQÄm¿f¾QÄ�ÅÆº

D ÑyÅÆº!ÒÅrÊ!ÅÆ¾0î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�Å
Φ î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�ÅÆÈÃÅÆäãÅÆº�ÄQÉ�Å�ÂQÄm¿fº�ÊÍÄ�ÅÆ¹»È Ð¨î7¹ÃÅÆº�ÂQÄIÐ¨ÔJº!Õ�¹ÃÊ!ÅÆº!Õ�ä>¿fÄQ¾Q¹ é
Φi· i Ð·Ä�Å ë ÅÆ¹»ÈÃÅ�Ê!ÅÆ¾0Ñy¿fÄQ¾Q¹ é Φ
B ña¿ÙÂ�ÅJoâØÙº�ÂQÄQ¾m¿f¹»º-Ä�Â:Ñ ¿fÄQ¾Q¹ é
ω æ�Ø<Â�Ä�ÅÆº�àÅÆ×'Ä�ØÙ¾
P ÑyÅÆº!ÒÅrÊ!ÅÆ¾0Þ5Ö·¿ÙÊ!ÅrÅÆ¹»º�Å�Â�î7¹»Ò<¾m¿fÀ!Á�ÅÆº
FP Õ�Ë!È ùÙÂ�ÂQ¹»ÒÅnÞ�Öb¿ÙÊÍäãÅÆº!ÒÅ
IP Ë!º!Õ�Ë!È ùÙÂ�ÂQ¹»ÒÅ�Þ5Öb¿ÙÊÍäãÅÆº!ÒÅ
χ î7¹ÃÅÆº�ÂQÄ�ÅÆÈÃÅÆäãÅÆº�ÄQÉ�Å�ÂQÄm¿fº�ÊÍÄ�ÅÆ¹»È Ð¨Þ5Ö·¿ÙÊ'Ð¨ÔJº!Õ�¹ÃÊ!ÅÆº!Õ�ä>¿fÄQ¾Q¹ é
χ·P P Ð·Ä�Å ÷ À*¿fÈ»Ä�Å�Ê!ÅÆ¾0Ñy¿fÄQ¾Q¹ é χ
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